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INTRODUCTION. 


Get Ouvrage comprendra cinq Parties : 

1 ° Th^orie g^nerale des marges; 

2 ° Method es pratiques de prediction des marees ; analyse har- 
monique ; tlieorie de Laplace ; 

3® Resume et synthese des observations, et comparaison de 
ces observations avec la theorie ; 

4° £tude des mardes fluviales et, accessoirement, des marees 
locales dans tous les cas ou la profondeur est trop faible pour 
qu’on puisse ndgliger les variations de profondeur dues a la marde 
elle-m^me, ainsi que le frottement ; 

5® E^samende diverses questions subsidiaires : marees du noyau 
interne, de la croute terrestre; influence des marees sur la rota- 
tion et le moiivement des corps celestes. 

La premiere et la troisi^me Partie seront particulierement 
developpdes. Nous mettrons a profit, d’une part, les progr^s 
considerables apportds a la theorie des equations de la Physique 
mathematique par la methode de Fredholm; d’autre part, les pu- 
blications nombi'euses, rdcemment parues en Amdrique, sur les 
observations de marges, lesquelles ont profond^ment modifi^ la 
physionomie des resultats. 

Par contre, les deuxi^me et quatridme Parties, auxquelles de 
P. — III. I 
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INTRODUCTION. 


nombreux Ouvrages speciaux sont consacres, ne seront traitees 
que d’une facon succincte. Quant a la cinquieme Par tie, comme 
elle doit recevoir ultdrieurement des developpements plus com- 
plets dans les Legons de Mecanique celeste^ nous ne ferons 
guere qu’indiquer les resultats qui n’interessent pas directement 
les marees oceaniques. 



PREMlfiRE PARTIE. 

TH^IORIE G^NERALE DES MAREES. 


CHAPITRE I. 


OSCILLATIONS D’UN SYST^:mE MEGANIQUE. 


1, Les marees sont des oscillations p^riodiques de la sur- 
face de la iner de part et d’autre de la figure d’^quilibre, dues a 
de petites forces perturbatrices p^riodiques d^riv^es de Fattraction 
du Soleil et de la Lune. 

Leur ^tude revient done a celle des petites oscillations d’un 
sjsteme mecanique aulour de sa position d’^quilibre sous I’in- 
fluence de forces perturbatrices p^riodiques. 

S2. Application des Equations de Lagrange. — Nous consid^- 
rerons d^abord un syst^me mecanique ayant un nombre fini de 
degres de liberty; par exemple, un systeme constitue par nn 
nombre fini de points materiels. Lorsque nous voudrons ensuite 
appliquer les r^sultats au probldme des marges, il suffira de rem- 
placer les sommes finies par des xnt^grales. 

Soit done un systeme mecanique en equilibre possedant n degres 
de liberty j' e’est-^-dire dont la situation peut ^tre d^finie par n 
param^tres q-i^ . - . , qn* 

Si nous avons, par exemple, k points materiels entieremedt 
libres, ils constitueront un systeme ayant 3yt degres de liberty, 
et les q seront les coordonn^es rectangulaires de ces points. Dans 
le cas g^ndral de k points assujettis k r equations de liaisons, on 
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aura n = 3/c — r, eL nous conserverons au:x n paramelres q le 
nom de coordonnees du systeme. De m^me, nous appellerons 

vitesses les ddrivees q'l = de ces parametres par rapport au 
temps. 

Representons par T I’^nergie cinelique du systeme, U son 
energie potentielle due aux forces interieures. Quant aux forces 
exLerieures, nous les definirons par cette condition que, pour un 
deplacement virtuel du systeme correspondant aux accroissements 
virtuels Sqt des parametres q/, leur travail virtuel soit 

Q 1 ■+• Qa ^3^2 • •~i~ Qn oq/i=^ ^Qi 


expression dans laquelle les quantit^s Qi sont des fonctions 
donnees du temps. 

Dans ces conditions, les Equations de Lagrange s’^crivent 


(0 


c/g dq\ dqt dqt ““ 




T, la demi-force vive, est un polynome du deuxieme degre 
homogene par rapport aux vitesses dont les coefficients sont 
fonctions des q. 

U, I’^nergie potentielle, ne depend pas des vitesses q\ mais 
seuleinent des coordonnees q. 


3 . Les equations de Lagrange dans le mouTement relatif. — 
Nous ne pourrions utiliser directement les equations ( i ) que si le 
systeme executait des oscillations de part et d’autre d’une position 
d’equilibre absolue. Mais les mers ne sont pas dans cet etat, 
puisqu’elles sont entrainees par le mouvement de rotation de la 
Terre : il en resulte une force centrifuge composee (force de 
Coriolis) qul complique le phenomene. 

Ceci nous conduit a distinguer parmi tous les parametres q un 
parametre particulier q^ definissant Torientation du systeme. 

Le globe terrestre tout entier comprend une partie solide et une 
partie liquide. Supposons trois axes mobiles invariablement li^S' 
a la partie solide et consid^rons ^galement trois axes fixes, les 
axes des z co’mcidant dans les deux systemes. 

Alors, yo reprdsentera I’angle des axes mobiles avec les axes 
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fixes ; et les autres coordonn^es qi d^Gnissent la position relative 
du syst^me par rapport aux axes mobiles. 

On pent supposer que les qi soient choisis de telle sorte que, 
dans la position d’equilibre, on ait qi = o. 

Comme les oscillations sont petites, les qt seront alors to □ jours 
petits; tandis que au contraire, est un angle Gni croissant au 
dela de toute limite. 

La ddrivee q’^ n’est pas autre chose que la vitesse angulaire de 
rotation de la Terre. 

Bien que T et U soient, en g^n^ral, fonctions des qt^ elles ne 
d<^pendent cependant pas de q^. En ejBFet, q^ ddGnit Torientation 
actuelle du syslhme dans Fespace absolu, et F^nergie cin^tique, 
ainsi que F^nergie potentielle, sont ^videmment independantes de 
cette orientation, 

Ainsi 

dT ^ dV _ 
dqo dqo 

Nous supposerons de plus qu’il n’y a pas de couple ext^rieur 
tendant k faire varier la vitesse de rotation de la Terre; par suite, 

Qo = o. 

F^quation de Lagrange relative au paramfetre se 

dt dq^ 

dT 
dq', 

jPo ^tant une constante. Nous avons ainsi une int^grale du pro- 
bl^me, et ce n’est pas autre chose que Fint^grale des aires. En 
effet, d’apres FhypolhSse admise, le moment des forces ext^rieures 
par rapport k Faxe de rotation est nul et, par suite, le moment des 
quantites de mouvement est une constante. 

Nous donnerons bientdt Fexpression de la constante ; remar- 
quons pour Finstant que F^quation (^) nous fournit une relation 
lin^aire entre q'^, q\ et jOo, relation dans les coefGcients de laquelle 
figurent ^galemenl les qt. 

En effet, T ^tant un polynome du deuxieme degr^ par rapport 


Alors , 
reduit k 

done 
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CliAPlTRE I. 


aux^', sera dii premier degre par rapport aux vitesses. La 

relation (2) nons permetlra done d’ exprimer yjp en fonction 
des qi^ q'i et de la constante 
Soil maintenant 

H = T — U— 


Dans le second membre de cette expression, nous considererons 
T.et U comme des fonctions de q'^^ q\ et qi\ dans le premier, an 
contraire, nous supposerons qu’on a remplace q'^ par sa valeur 
tiree de (2) : H sera alors exprime en fonction de qt. 

Si done nons differenlions par rapport a y;, nous aurons, en obsei*- 
Yant, d’une part, que T depend de q'i de deux manieres, d’abord 
directement et ensuite indirectement, parce qu’il depend aussi 
de q'^ ; d’autre part, que U ne depend ni de q"^ ni de q'i : 


^ dT dT dq'^ dq*^ 

Wo 


ce qui se rediiit, en tenant compte de (2), a 

dH dT 
dq'i “ dq^i^ 


De m 4 me^ en differentiant par rapport a qt et observant que T 
depend de qi directement, puis indirectement comme fonction 
de q'a, 

g/H _ ifT dm dq^Q dq'^ 

dqt ““ dqt dqi dq'^ dqi dqt ’ 

Oil, d’apr^s (2), 

^ dm d\] 

dqi dqt dqt 

II en r^sulte qu’avec les nouvelles variables, les equations de 
Lagrange deviennent 

dt dq't dqi~^^ (t-i, 2, 

n ^tant le nombre des parametres a variation lente qui d^finissent 
la position du systeme par rapport aux axes mobiles. 

On voit que les ^quatipns d^ Lagrange conservent la m 4 me 
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forme, m^me quancl on considere I’equJlibre dans le moiivement 
relalif. 

4 . T est un polynome homogene du deuxieme degre, par rap- 

dT 

port a et aiix qi] U ne depend pas de ces quantites; les ^ sont 

des polynomes homogenes du premier degre en q^ ettjr;; q'^ tire 
de I’^quation (2) est d’ailleurs im polynome du premier degre, 
mais non homogene, par rapport aux q [ : H est done un polynome 
du deuxieme degre, mais non homogene, par rapport aux q\, 

En second lieu, nous savons que les qt restent toujours tres pe- 
tits, puisqu’ils s’annulent dans la position d’equilibre relatif; les 
vitesses q'^ seront egalement tres petites, et nous pourrons negliger 
les termes superieurs au deuxieme degr^ en qi et q'^, Dans ces 
conditions, H sera un polynome du deuxieme degre, non homo- 
gene, par rapport aux qt et aux y'. . 

Nous pourrons supposer, de plus, que ce polynome ne renferme 
ni terme de degr^ zero, ni terme du premier degr6. 

En effet, H n’intervenant que par ses derivees, on pent toujours 
lui ajouter une constante arbitraire de maniere a annuler le terme 
de degr^ zero. II n’y aura pas non plus de terme du premier degr^ 
en qi^ parce que, si Ton suppose que les forces exterieures soient 
nulles, la position d’equilibre stable est caracterisee paries valeurs 

qi = q[=z o et que les Equations ( 3 ) se reduisent alors a ^ = o ; 

d¥L ^ 

s’annulant avec les qt et les , il en resulte que le coefficient 

de qt dans le developpement de H est nul. Enfin, nous n’aurons 
pas non plus dans ce developpement de terme tel que car ce 

terme ne donnerait rien dans et donnerait z^ro dans le premier 

membre de ( 3 ) : on le supprimerait done en ajoutant — Agr'. a H, 
sans rien changer aux Equations. 

En definitive, nous pouvons regarder H comme un polynome du 
deuxieme degre homogene par rapport aux qi et aux q\, 

Posons done 

H2 sera de degr^ 2 en q^ et de ,degr^ 0 en ^ ; 

Hi sera de degr^ i en q^ et de degre i en <7 ; 

Ho sera de degre 0 en q^ et de degre 2 en g. 
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S. Expression des divers elements de H en fonction des carac- 
teristiques mecaniques du syst^me. — Consid^rons dans notre 
systeme un point inat^riel de masse rn et de coordonnees y, z 
par rapport aux axes mobiles. Les composantes de la vitesse 
relative par rapport a ces axes etant designees par x\ y\ z\ les 
composantes de la vitesse absolae du point, toujours par rapport 
aax axes mobiles, seront, d’apres les formules fondainentales de la 
geometric cin^matique, 

-• 

Done I’energie cin^tique du systtoie dans le mouvement absolu 
est 

T =2 T ^ ^ 

ou, en developpant, 

Le premier terme de cette expression est la demi-force vive "F 
du systeme dans son mouvement relatif : F ne depend pas de la 
vitesse qui a explicitement s^paree. 

2 m (xy — est le moment de rotation M, e’est-^-dire le 
moment resultant des quantiles de mouvement dans le mouvement 
relatif; 2m (x^ +J'‘) est le moment d’inertie J du systeme. 

Nous pouvons done ^crire 

T = T'4-?'„M + 5r7 J. 

Par suite, I’equation ( 2 ) nous donne pour la valeur de la 
constante /?o 

(2 bis) ^0 = _ = M-4-gr;j, 

expression qui est bien une relation lineaire entre po et les 
vitesses relatives, mais oil les coordonnees relatives figurent au 
deuxi^me degr^. - 

En rempla 9 ant maintenant T et p^ par leurs valeurs dans Feix- 
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pression de H (§ 3 ), on a 


H = T'— U 






ou, en eliminant q'^ an moyen de (2 bis)^ 


H 


r- (po~M)2. 


Or, T' est, par rapport aux <7^, un polynome homogene du 
deuxieme degr^ dont les coefYlcients seraient fonctions des q\ 
maisj d’apres riiypothese d6ja faite (§ 4 ) sur la petitesse des coor- 
donnees et des vitesses, grace a laquelle on pent negliger tons les 
termes snperieurs au deuxieme degre, T' sera un polynome homo- 
gene du deuxieme degr^ par rapport aux et ind^pendant des q. 
Dans les. monies conditions d’approximation, U, qui est indepen- 
dant des q\ sera du deuxieme degr^ ^n 5^; il en est de rn^me de J. 

Quant a M, il sera du degre i en q et du degre i aussi en q ^ ; 
jOo est line constante. 

Par consequent, en ordonnant par rapport aux q\ nous aurons 
n^cessairement 

M2 


2J 


Hi 




Ho 


U- 


2J 


Bienque cela ne paraisse pas explicitement dans tousles termes, 
nous sommes certains qu’en d^veloppant en fonction des q et 
conservant seulement les termes d’ordre 2, ces diff^rentes expres- 
sions seront bien de Tordre voulu en 

TJne circonstance permet d’ailleurs de les simplifier : c’est que 
le moment d’inertie de la partie solide du globe est beaucoup plus 
considerable que ceini de la partie liquide- Par suite, la! vitesse de 
rptation pent ^tre regard^e comme constanle et nous poserpns ^ , 

J « Jo -Hy* 


1 
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Jo etant le moment d’inertie constant de la partie solide ety celui, 
variable mais beaucoup plus petit, de la partie liquide. 

Nous admettrons qu’on pent negiiger tous les termes en j 
et nous poserons 

Po = Jo 


( 1 ) etant sensiblement egal a g'^. En efiet, le moment de rotation 
de la partie solide est et la petitesse relative du moment M 
fait que po iie differe pas beaucoup de qui serait le moment 
de rotation de Fensemble du globe si J etait constant, c’esl-a-dire 
si Fequilibre relatif n’etait pas trouble. 

Negligeant nous pourrons remplacer y par i et, avec lam^me 
approximation, nous aurons 


12 T2 

^ 0 

J Jo “Hy 



t 

n 





Nous allons pouvoir maintenant, dans les expressions des di- 
verses portions de H d^ja ordonn^es par rapport aux y', mettre en 
Evidence Pordre des parametres q, D’abord, M- etant de Pordre du 
produit q^q'-^ c’est-a-dire de y<7'^, puisque M et y se rapportent 

7 

tous deux a la partie liquide, ^ sera de Pordre de j et pourra 
se supprimer par rapport a V ; devient j wM = toM ; enfin 


£i 

2J 



I 




et le premier terme, qui est une constante, peut se supprimer 
dans les Equations diff^rentielles. 

Nous aurons done finalement 

( H2=T', 

Ho 

1 2 

On voit done que — Ho reprdsente Pdnergie potentielle, en y 

comprenant le potentiel — d’oi derive la force centrifuge 
ordinaire. 
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6. Oscillations possibles du systems . — Un tel system e pent 
prendre deux sortes d’oscillations distinctes : les oscillations 
propres et les oscillations contraiiites. 

Si I’on suppose qu’on ecarte le systeme de sa position d’equi- 
libre, et qu’on Fabandonne a lui-meme, il oscillera : ce seront les 
oscillations propres^ dont la periode depend de la configuration 
du systeme. 

Au contraire, si Fon souinet le systeme a Faction d’une force 
exterieure periodique, il prendra des oscillations appelees oscilla- 
tions contrainte^i^ qui auront m^me periode qiie la force et ne 
dependront pas de la configuration du systeme. Nous aliens etudier 
successivement ces deux sortes d’oscillations, en commencant par 
les oscillations propres. 


7. 6tude des oscillations propres. — Il nous faut supposer que 
les forces exterieures sent nulles, par suite faire Q^ = o. 

Alors, Fequation de Lagrange relative au para metre s'ecrit 


et nous aurons n Equations de ce genre, n ^tant le nombre des 
parametres sansy comprendre q^. 

Ces Equations sont des equations lin^aires a coefficients con- 
• slants. 

En effet, mettons en Evidence les differentes portions de H. 
Comme Ha est independent des q etHo des y', les equations (5) 
s’ecriront 

d d\U d dWx dill dUc^ _ 

de dq% dt dq% dqj^ dqk 


Or, H 2 etant un polynome du second degrd en 
forme 



sera de la 


dUi 

dg'/c 

et Fon a 




-+- == 2 : a\j,q\ 


(f = 1, 2, /i) 


Ctifc — 


dq'idq'k 


' ! ' 


les d\^ etant des qpnstasites. 
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De meme, H, etant im polynome du premier degre eii q et du 
premier degre en. q\ on aura 


et 


Done 


en posant 


5 ^ dqt dq'k 

2udq'idqk^"' 

d dEx ’Y / dnii dni^ \ , 

dt dq'/, dqk \dqidq'k dq’idqk)^^ 

, _ d^Ex dni^ 

^ dqi dq'k dq'i dq^ 


Ho ^tant un polynome du second degre en q^ nous poserons 
egalement 



avec 

_ d^Eo 
dqi dqk 

Avec ces notations, les Equations de Lagrange prennent la 
forme 


( 6 ) 


Olikq'i-^ CtiU^i) = 0 * 


Ce sont bien des Equations lin^aires a coefficients constants. 
Chacune d’elles, celle relative au parametre qh^ contient comme 
inconnues les nparam^tres qi{i= 1,2,.. n) ainsi que leurs d^- 
riv^es q \ ; et nous avons en tout n <^quations, piiisque 

/: = I, 2, . . . , n. 

On sait qu’un pared systeme s’integre en posant 

qi—cLie^^, 

et cherchant a determiner X et les ai de mani^re k salisfaire aux 
equations. Celles-ci deviennent par la substitution 

'^^fXi{a"ik'k^ -i- a'tk'^ -H Uik) = 0, 
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ou, en posant 


(?) 


-i- ^i/ci 

'^aiCn.= o. 


Nous avons alors n inconnues ai, oco, . . a,^, outre X, etn equa- 
tions lin^aires homogenes. Done, pour qtie le probleme soil pos- 
sible, il faut que le determinant de ces equations soit nul, 

(8) A(X) = o. 

Ce determinant a n lignes et n colonnes; chacun de ses ^1^- 
ments etant un polynome du deuxieme degrd en X, le determinant 
lui-m^me sera un polynome de degre 2 /^ en X. 

Je dis que Pequation (8) a ses racines deux a deux ^gales et de 
signes contraires. En effet, si I’on permute les indices i et A*, 
d’apres sa definition, ne change pas ; il en est de m^me de aik- An 
contraire, change de signe : 

== 

aik = aki. 


Mais si, apres avoir fait cette permutation d ’indices, on change X 
en — X, on ne change pas Texpression d’un element Cik du deter- 
minant; ainsi 

G.-A-(X) = C^i(-X) 

et, par consequent, 

Aa-(X) = Aa'jC— X}, 

en designant par A/^(X) la valeur du determinant A(X) constitue 
avecles elements Gza* 

Or, permuter les indices i et k revient k permuter les lignes 
avec les colonnes, ce qui ne change pas la valeur du determinant. 
Nous avons done, en tenant compte de I’egalite precedente,^ 

A/4-{X) == A/5.,-(X) = ^ik{— X), 

e’est-^-dire ‘ . 

A(X)^A(-X).^ , . , . . 

L’equation {8 ) a dorio bien ses racines egales deux deiix et de 
signes contraires. 1 , i i t ■ ' ' / i 
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Je dis mainteixant que, si I’equilibre est stable, ces racines sont 
pavement imaginai res etqu’on a 


^tant r^el. 

En effet, si \ avail une partie reelle positive, et, par suite, 

pourraient croitre mdefmimentavec t : Tequilibre ne saurait etre 
stable. De m^me, si la partie reelle etait negative, il existerait une 
racine — X dont la partie reelle serait positive, et le m^me raison- 
nement s’appliquerait. Done, la partie reelle est nulle et, par suite, 
liquation en X n’admet que des racines imaginaires conjugu^es 
deux a deux. 

Si nous supposons r^quation en X rdsolue, nous pourrons pour 
chaque racine de cette Equation determiner les valeurs correspon- 
dantes des inconnues a/ et, par consequent, des parametres qt. 
Nous obtiendrons ainsi in solutions particulieres satisfaisant aux 
equations de Lagrange et correspondant aux in racines de 

A(X) = o. 

Gbacune de ces solutions particulieres sera une function perio- 
dique du temps; toutes les variables seront proportionnelles a 
une exponentielle imaginaire, e’est pourquoi ces solutions sont 
appelees oscillations propres harmoniques complexes du sys- 
teme. 

Si nous posons 

p/ et (0/ etant respectivement le module et I’argument de a/, cha- 
cune des oscillations propres harmoniques complexes du sjsteme 
sera donnde par les n valeurs 

Pj* ■+* W,) 

des parametres q. 

Les equations differentielles etant lineaires et ^ coefficients reels, 
la partie reelle et la partie imaginaire des solutions complexes sa- 
tisferont separement au probleme. Done, de chaque solution com- 
plexe, nous pourrons deHuire deux solutions redles : 


to,-), 

Pi sm(fx^-h to,-). 
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Ces solutions reelles seront appelees les oscillations propres liar- 
moniques reelles du systeme. 

Les 2/1 solutions particulieres qui donnent les oscillations com- 
plexes etant conjiigu^es deux a deux, leur somme fournira egale- 
ment une oscillation propre harmonique reelle rentrant evidem- 
ment dans les pri^c^dentes. 

En combinant les 2/i solutions particulieres des equations difTe- 
rentielles, on obtiendra la solution generale du probleme. Une 
oscillation propre quelconque peut done toujours se decomposer 
en oscillations harmoniques complexes, d’ou Ton passera facilement 
aux oscillations harmoniques reelles. Dorenavant, quand nous 
parlerons d’une oscillation propre, il faudra toujours entendre une 
oscillation propre harmonique complexes 

On voitque la p^riode d’une oscillation propre correspondant a la 


valeur jjl est donnee par ^ L’equation 


Afi ml 


done les periodes des oscillations propres. L’amplitude est repre- 
sentee par pi et la phase par (O/; dans la m 4 me oscillation, ces deux 
^l^ments different pour chaque parametre. 

II nous reste a inontrer comment on peut determiner pi et co/, 
e’est-^-dire a^. 

Pour cela, nous introduirons les mineurs du determinant A(X). 

Designons-les par D/a? de telle sorte que 


A = S 0/4: D/4.. 


D’apres la theorie des equations lineaires homogenes, nous 
aurons 


Oti _ 

JDiA* ' * * Dn/c 


Les mineurs sont des qu anti tes complexes entierement determi- 
nees quand on connait X; le probleme est done entierement resolu. 

INaturellement, les a/ ne sont determines qu^^ un facteur con- 
stant pres, et le rapport ^ est independant de L 

Remarquons que toute racine de Fequation ( 8 ) nous foumit 
egalement comme racine son imaginaire conjuguee X, 

A — "X correspondra une oscillation propre harmonique ^ 
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imaginaire conjugu^e de la prdc^dente, et nous aurons encore le 
rapport inddpendant de i. 

Mais le determinant A jouitd’une symdtrie particuliere en vertu 
de laquelle, comme nousle savons ddja, on a 

c’est-^-dire 


s Cikil ) Da( X ) = S Gw (- X ) Dw(- X ), 


d’ou 

puisque 

Par consequent, 


Dm^(X) = Dw(~X), 


Ca(X) = Gw(~X). 


P/ 

D/A:(— X) Dw(X) 


II en resulte, en permutant les indices, que le rapport ^ est indd- 
pendant de k. 


8. Gas particulier de I’equilibre absolu. — Si nous supposons 
que les oscillations du sjsteme s’effectuent de part et d’autre 
d’une position d^eq-uilibre absolu, nous aurons pour les parties 
constitutives de H 

Ha=T 4nergie cinetique, 

Hi=:o, 

Ho = — U energie potentielle changde de signe. 

Aiors = o ; par suite, ici, Gjjt ne change pas quand on per- 
mute les indices. 

Nous avons toujours 

AiA(X) = Aw(X), 

c’est-^-dire 

S Gi„(X) D/4^(X) = S Cw(X) Dw(X), 

et d’ailleurs 

G/a(X) = Cw(X), 

done 

♦ < D/a(X) =3 Dw(X). 

Or, a,* est proportionnel k DiA(X); est proportionnel 
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a Da-;(a) = D//;(l). Par suite , et ne different qiie par un fac- 
teur constant, qu’on peut prendre egal a i puisque cliacune de ces 
quantites n’est determin^e qu^a un facteur constant pres. 

Ainsi 

az= Pm 

Or, ces quantitds sont imaginaires conjugu^es, done elles sont 
r^elles et Pen a = o, quel que soil /. 

Par suite, les oscillations de tons les parametres e’est-a-dire 
de tous les points du system e, ont me me phase. 

Au contraire, dans le cas general, elles ont des phases diffe- 
rentes. • 

En effet, nous avons bien toujours 

Aa(X; = AA^,(X), 

niais, comine G;a(A) change par la permutation des indices, on ne 
peut plus en deduii'e 

D/a(X) = D/.,(X). 

L’effet de la force de Coriolis est done de ddcaler, dans une 
m6me oscillation propre, tous les parametres les uns par rapport 
aux autres. 

9. 6tude des oscillations contraintes. — Dans ce cas, les forces 
ext^rieures ne sont plus nulJes. Le lerme de I’^quation de 
Lagrange relative au paramfetre qt sera different de z^ro, et de la 
forme 

les facteurs ^tant des fonctions pdriodiques du temps. 

En effet, la force perturbatrice peut toujours se decomposer, 
d’apr^s la s^rie de Fourier, en composantes isochrones complexes 
dont les parties reelles fourniront des composantes isochrones 
replies. 

Ck)iisiderons les composantes complexes. Chacune d^elles don-- 
nera lieu k une oscillation contrainte isochrone de meme periqde 
et loi^sque toutes les boi^nposantes agitoht k la' fods', PosAillalion 
resukante sera, d’apris }e principe' de la superp6sitibii 
modtf tnents, la soikime 4es os^iflajuons dues i ehjadtlinfe^ ifr 
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Posons done, en supprimant mamtenant Fiiidice 4 , 

Q/=K; 

Cette force perturbatrice engendrera une oscillation contrainte 

qi— 


que nous nous proposons de determiner. 

II nous suffit pour cela de voir ce que deviennent les Equations 
de Lagrange. Liquation ( 5 ) aura un second membre 6t 

s’ecrira 


£ ££ 

dt dq'jc 


U>n rr “i 


(/c = t,2, 


A est ici une donn^e de la question, tout comme K. 

En dislinguant les trois portions de H et introduisant les con- 
stantes et comme nous Favons fait au paragraphe 7 , 

les Equations (9) s’ecriront 

c^ikq'i’^ ^ikqi) = 




V j = I, 2 , . . n 


et, en substituant la valeur que doit prendre le para- 

metre gi sous Finfluence de la force perturbatrice, nous aurons 
finalement le groupe d’equations 

(10) S£/Ca-=K4.. 

Les Gik sont des constantes connues, puisque A est connu. 

Chacune des Equations renferme les n inconn ues ei et nous 
avons n Equations. Ce sont encore des Equations du premier degr6 
comme les Equations (7), mais elles ne sont plus homog^nes et 
renferraent un second membre. On les resoudra par le proedd^ 
habituel, et Finconnue se presentera sous la forme du quotient 
de deux determinants. Au d^nominateur, nous aurons le determi- 
nant A(X) des coefficients C/a des inconnues; au num^rateur, ce 
m^me determinant dans lequel on aura remplace respective- 
ment Ci4, Ci2, ..., C,>i par K|, K^, ..., : ce sera done 

Par consequent, une solution particuliereduprobleme des oscil- 
lations contraintes nous est donn^O par les n valeurs 
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10. Comparaison entre les oscillations contraintes eties oscilla- 
tions propres. — Ka est une constante, Dia est un polynome de 
degre 2 /^ — 2 en A puisqiie c’estun determinant qui an — i lignes 
et dont chaque element eat du deuxieme degre en X, A(X) est de 
degre 2 /i. Done Si est une fonction rationnelle qu’il est possible de 
decomposer en (Elements simples. 

Pour cela, nous introduirons les oscillations propres du sys- 
teme. 

Nous avons vu qu’en designant par Ay une des 2n racines de 
r^quation ( 8 ), 

A(A) == 0 (7 =1,2, 

roscillallon propre correspondante est donnee par les valeurs des 
parametres 

= (z = i, 2, 

Les 2 71 racines Ay sont d’ailleurs ^gales deux k deuxet de signes 
contraires. Ces valeurs de g sont une solution des Equations diffe- 
rentielles sans second membre, tandis que = est une solu- 

tion particuliere de ces equations avec second membre. 

Pour avoir la solution g^ndrale de ces Equations, e’est-a-dire 
du probleme des oscillations contraintes, il nous suffira d’ajouter 
a la solution [)articuliere une solution quelconque des Equations 
sans second membre, e’est-a-dire une oscillation propre. 

Geci pos 6 , proc^dons a la decomposition de zi en fonctions ra- 
tionnelles. Les racines du denominateur sont X =Xy, ces quantiles 
etant les m^mes que celles qui definissent les p^riodes des oscilla- 
tions pi'opres du systeme; a cbaciine de ces racines correspondra 

SK/^D^/, (Xy) y, . 

un terme tt — ? — 777^. (/t == i, 2, . . ., n) et nous aurons, en som- 

C A Ay j A ^ Ay ; 

mant par rapport a y = i , 2, . . ., 2/2, 

K/t T)ia i'^j) 

(k — Xy) A'(Xy) 

En vertu d’un th^oreme que nous avons d(§montr^ an para- 

graphe 7 , le rapport est inddpendant de L Mais nous 

savons que, outre h soktipn particnlifere qu mcAh- 

tions propres, nou$:^yw^ k soimitioo 
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jugnee Sij= et nous avons demontre aussi que le rapport 

^ etait independant dc h. Nous en concluoiis que 

Vhj 

■P//t (^/ ) 

est independant a la fois de ^et de h. Ce rapport iie de^pendra done 
que de j et nous pourrons ecrire 


Dz/^(Xy) 


H'y ^ 


[jLy etant une 
tion (§ IS). 
Alors 


quantite dont nous verrons bientot la significa- 


.,=22 


K /# [J. / 3C/ / {3 // / 


et nous en d^duirons Fexpression des parametres rji. En dcri- 
vant pour montrer qu’il s'agit d\ine solution particuliere des 
Equations avec second membre, nous aurons 


(H) 


.:‘=2 



X et Ka sont des constantes se rapportant a la force per- 

turbatrice qui est connue; Xy, jjiy, a^y et ^hj sont aussi des con- 
stantes relatives a Poscillation propre dont la periode est de^finie 
par la racine Xy de F^quation (8). 

Par consequent, k un coefficient pres qui ne depend que de j\ le 
terme genera] de q^^ sera = i, a, . . an). 

Chaque terme correspondra k une oscillation contrainte harmo- 
nique. 

Si Fon compare cette oscillation a Foscillation propre corres- 
pondante, on voit que a^y est le m^me pour les deux oscillations, 
mais que le coefficient exponentiel est dans Fune et dans 
Fautre. 

Chaque oscillation contrainte a done en ses divers points les 
m^mes differences de phases que Foscillation propre harmonique 
correspondante et une amplitude proportionnelle, mais sa periode 
est diff<6rente ; c^est celle de la force perturbatrice, ’ 
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L’oscillation conLrciinle totale correspond a I’expression com- 
plete des cji. Elle se tronve ainsi decomposee en oscillations iso- 
chrones harmoniques contraintes complexes dont on deduirait 
aisement les oscillations contraintes harmoniques reelles. 

'll. Resonance. — II convient de signaler tout de suite un fait 
extr^mement important. Supposons que X soit tres voisin d’une 
des valeurs \j relatives aux oscillations propres. 

Alors, le terme correspondant dans I’expression de qt devien- 
dra preponderant, et Foscillalion contrainte observ^e differera 
tres peu par la periode, par le rappoi't des amplitudes et 
la difference de phases en divers points d’une des oscillations 
pi'opres harmoniques du systeme. C’est en ceci que consiste 
le phenomtoe de resonance ; on en constate la production 
dans certains bassins maritimes oii se produisent des marees 
considerables se rapprochant d’une oscillation harmonique 
propre. 


12. Consequence du principe des forces vires. ^Inergie d^une 
oscillation. — Formons I’expression 

(-) 

Nous aurons alors, H dependant de q et de 

dt dq' at dq' Zddq^ Zd dq' ^ 

2 , d dW 


d’apres les equations de Lagrange. 

Or, SQS^ repr^sente le travail virtuel des forces ext^rieures 
correspondant a un displacement virtuel Sq des param^tres. Le 
d^placement r6el pendant le temps dt ^tant g^dt^ Sy'Q est le tra- 
vail des forces perlurbatrices rapport^ ^ Tunit^ de temps. U en 
r^sulte que E reprdsente Vinei^gie, 

L’expression (is) pent se transformer 
le th^or^me des fonotidns hqmog^ne?. Noh^ en en 
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nous reportant aiix definitions cle Hj, Hi, Hq (§ 4), 


Par consequent, 
(i3) 


2^' 




dH 

dq' 


2 * 


dq 

,dH, 

dq' 


7 = Hi, 


E = Il2-Ho=r-HU 


A 


Le moment de rotation M dans le mouvement relalif ne figure 
pas dans cette expression. 

Dans le cas ou I’oscillation s’elTectue autour d’une position 
d^equilibre absolu^ on a siinplement pour Tenergie 

{ilbis) E=T-hU. 

13. Nous allons introduire les notations suivantes. Soient 


a?!, iC2> • • • 1 
des fonctions quelconques du temps; 

x\, a:; 

leurs derivees. Posons 


= 112(0?;) Ho(ar,), 


les fonctions Ho et Ho ayant les memes degres respectifs par 
rapport aux Xi et^'' que nos fonctions habituelles de meme desi- 
gnation en et q\. Dans ces conditions, E sera un poljnome 
homogene de deuxieme degre en x et , c’est-a-dire une forme 
quadra tique sans terme en xx^ , 

Considerons maintenantune forme quadra tique quelconqueF(^) 
et posons, par d^JiniUon^ 


¥{x,y) 


-Zx 

•2 


ofp ( r) 
dy 


Si, dans cette expression, on fait y = 5 = 0 ?, on aura, d’apres le 
theoreme des fonctions faomogenes, 
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De m^me 

F{ax H- by) = a^F(a;) -h- b-F (y) 'labF y). 

Ces relations expriment les proprietesgendrales des formes qua- 
dratiques. 

Enfin, nous poserons 

E(5?i,jKz>== 


14. Application au cas des oscillations propres. — Considerons 
une oscillation propre fonnee par la combinaison de deux oscilla- 
tions propres harinoniques 

^ij’^ gz/ci 

qij t\.qik etant les valeurs du parametre qi correspondant respec- 
tivement aux racines \j et \k de Fequation (8). 

L’^nergie de cette oscillation sera 

E ( ^4* ) = E ( qij ) H- E.( qik ) -H 2 E ( qij^ qn ^ ) 


ou, en mettant en Evidence les elements de cheque composante, 

E ( ^/) = V H2 (a/y ) - Ho (a/y)] H- [X| ^ 

-+• 2 [XyX/,H 2 (a/y, ^iii) ~ Ho(a^y, a^.)] . 

Nous avons done 

F^^qik) 

Or, dans le cas des oscillations propres, le systeme dtant sous- 
trait a Finfluence des forces exterieures, F^nergie doit rester con- 
stante. II faut done que to us les termes renfermant des exponen- 
tielles disparaissent. Ainsi Fon aura 

== o. 

Si \j -|- )s;t ^ t), nous aurons ^galement 
^ : Mai^^ »si Xy* |4? !d, cte jJei^niOr i i , , ' 
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Dans ce cas, V e(juilibr 6 et(Xfit suppose stuble^ et I equation 
en \ ayanl, par suite, toutes ses racines purenient imaginaires et 
conjugiiees deux a deux, nous avons = Sij^ sij etant 1 oscillation 
harmonique complexe imaginaire conjuguee de cpj^ et qi sera une 
oscillation propre harmonique reelle. 

Remarquons que H2, energie cinetique dans le moiivement 
relatif, est une somme de carres toujours positive ; — Hq, qui se 
r^diiirait a Fenergie potentielle U s’il n’j avail pas de rotation, 
pourrait alors ^tre considereecomme positive egalement dans toute 
position dll systeme, puisqu’il serait toujours permis d’attribuer 
la valeur zero au minimum de U qui correspond a la position d e- 
quilibre stable. Bien que, dans le mouvement relatif, cette condi- 
tion ne soit pas necessaire a la stability de Fequilibre, nous nous 
restreindrons toujours d^sormais au cas ou Ho et — Ho sont deux 
formes quadratiques definies positives, 

Dans ces conditions, je dis que Fequilibre restera stable, c’est- 
^-dire que \ est purement imaginaire. 

En premier lieu, X ne peut pas ^tre reel. En eflfet, si Xy etait 
reel, y/y le serait, E(^/y) seraitune somme de carres et ne pour- 
rait done 4 tre nul : done, pas de racines r^elles possibles. 

En second lieu, X ne peut pas avoir de partie reelle. En effet, si 
les racines avaient une partie reelle, en prenant pour Xa Fimagi- 
naire conjuguee de Xy, Xy-f-X^t ne serait pas nul et qt serait reel. 
E(<7£) devrait done ^tre positif ; or, tons ses termes sont nuls. 

Nous devons done n^cessairement supposer queXy est purement 
imaginaire. Alors, en prenant deux racines imaginaires conju- 
gu^es Xy et Xa, on aura bien une oscillation propre reelle qi pour 
laquelle Xy -h X;t = o et Fenergie se r^duira a 

— 2E(^fy, Sij) = ~ 2[XXH2(a/y, p/y) -4- Ho(a/y, |i/y)]. 

Les param^tres n’^tant d’ailleurs d^termin^s qu’^ un facteur 
constant pres, on pourra toujours choisir ce facteur de maniere 
que 

= *• 

On voit que, dans I’expression Fenergie <Fune oscillation 
propre complexe quelcoiique,, tpiis les termes E(5r/y), E(5^^it), 
E(5r/y, g,>}) dispar^lli'opt, temes cdrresp^ndanl 
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aux oscillations harmoniques conjugiiees. L’^nergie totale sera 
done egale a la somme des energies des oscillations propres 
harmoniques reelles. 

15. Application au cas des oscillations contraintes. Determina- 
tion de [Ay. — Supposons que nous considerions une oscillation 
contrainte quelconque gt forraee par la solution particnJiere 
des equations avec second membre, a laquelle on a ajoute une 
oscillation propre quelconque 

Sik ayant pour imaginaire conjuguee Foscillation propre qik-i de 
telle sorte que 

Sik = PzV. que— 

Nous aurons pour T^nergie de I’oscillation contrainte 

Le premier terme contient en facteur 
Le deuxieme terme contient en facteur 
Le troisieme terme contient en facteur 

Consid^rons exclusivement ces termesen dans la relation 

fondamentale 

Le premier membre nous fournira 2 (1 — X*) E (yf, 5/*). 

Or, cheque terme de E Sj*) est proportionnel au para- 
m^tre correspondant et se decompose, par suite, d’apres la 
formule (i i), en une s^riede termes ayant respectivement end^no- 
minateur X — Xj (/= i, 2 , z n). Faisons tendre maintenant 
X vers X*. 

Dans chaque produit (X — X*) q% tous les termes lendrOnt vers 
z^ro, I’exception d’un seul, celui qui contiendra pr^cis^ment 
X — X* en d^nominateur, et nous aurons 

Hun (X — X*) 2 K/t fi/[ p A* = qa S Ka 

d’o^i 

■ I , ■ ' ' ; 1 . ^ I 

liHl(X — S^Ic) c= 
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Nous avons done, pour X= A^, 

2 E ( qik^ S£k)'Z K/t fx/i p/iA = X/, S K/i p/i/,.. 


Mais nous savons que 
II en resulte que 


E(qa; Sik) = I. 
2fX/,. = — X/,., 


ce qui determine les coefficients u. 


En posant 


To=SK/,P/,y, 


Pexpression (i i) de Toscillation contrainte pent alors s’ecrlre sous 
la forme 


16. Determination des racines de Eequation A(X) = o. — Nous 
allons montrer que les differentes racines de Fequalion (8) peuvent 
^tre obtenues en consicierant les minima successifs du rapport de 
deux formes quadratiques. 

Supposons deux formes quadratiques 

F =Xf -hX| -H...-4-X2, 

F:=XfXfH-XlX;- + ...-i-X?,X2, 

X|, Xo, . . . , X,i dtant des fonctions lineaires des variables 
^ 2 ? • • •: consid^rons le rapport 

Fi _ SX2X2 
F SX2 ’ 

Ce rapport ne peat varier qu’entre XwJ et en d^signant par 
et Xfi la plus grande et la plus petite des racines en valeur abso- 
lue. Done, si Ton cherche son minimum, on aura une des valeurs 
de X. Supposons-la trouy^e, et assujettissons maintenant les varia- 

F 

bles a la condition Xi =^o. Si nous prenons alors le rapport^? 

ou les termes en X* ont disparu, il variera entre les limites A* et 
: d’od un nouveau minimum fournissant X^, et ainsi de suite. 

On pent donner k ce Hsultat une forme g^om^trique int^res- 
sante. ^ . I - ^ ; 
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Si nous considerons les variables ^29 comine des 

coordonnees dansPespace a n dimensions, F = o et F, o repre- 
senteront deuY ellipsoides, et F — £F^ = 0 sera tin ellipsoide 
passant par i’liiLersection des deux premiers. 

Mais, pour certaines valeurs de s, cet ellipsoide se reduira a 
un c6ne. 

Dans le cas particulier ou F=o representerait une sphere, 
c’est-a-dire si I’on avail 

la recherche des A reviendrait a celle des axes de Tellipsoide 
Fi = o. 

Nous aliens niontrer mainlenant quelles sont les formes quadra- 
tiques qui, dans le cas des oscillations, peuvent servir a la deter- 
mination des periodes. 

17. Con.siderons une oscillation propre Iiarmonique quelconque 
et son imaginaire conjugude i>ij = V* 

Une oscillation propre quelconque qi pourra, comme nous le 
savons, se decomposer en oscillations propres harmomques, sous 
la forme 

qi = 

les Ay dtant des coefficients constants. Nous supposerons que qt 
soil une oscillation reelle : les termes du deuxieme membre seront 
alors imaginaircs conjugues deux a deux; par exemple, 

sera imaginaire conjugue de By^^y, et les deux coefficients Ay el By 
seront imaginaires c'onjuguds, 

Ceci pose, considerons Pdnergie E(^^). Rappelons que, F etant 
une forme quadralique quelconque, on a 

F(;^4-j) F(a7)-i- F(7) -H2 F(j7,7), 

F(A2? 4- B7) = A‘^Frar; -4- B-F(7) -f- 2AB F(£r,7), 

A et B etant des coefficients constants. Celte derniere formule se 
generalise d’ailleurs immediatemenl et nous pouvons Fappliqtier 
k qi qui est une somme de an termes; on a ainsi 

^ -4- 2SA;AAJji(^^y, 'qthi 
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Nous savons (§ 14 ) que 

lorsque XyH- ^ o, E(^i7) = o, E(^/y, qn^) = o, 
lorsque Xy-HX>5:=0, E(^i7)=:0, E(^/y, g'/A-) = I- 

II nous suffit done, dans I’expressi’on de £(5^/), de considerer 
uniquement les termes tels que \j + = 0, e’est-a-dire de 

changer qik en stj et Kk en By. II reste ainsi simplement 

E(^,-)= ^SAyBy, 

ce qui est essentiellement posidf, puisque Ay et By sont iuiagi- 
naires conjugu^s, 

D^veloppons qt suivant les puissances croissantes du temps ; 
nous aurons 

qt =: S = rPi- if H- ~ , 

avec 

Xi=: 'St AjCtiJy 

x'l = S AyXy a/y, 

^J=SAyXja/y. 

Les quantit^s cc^ sont r^elles, puisque q est r^el. 

Elies sont li^es, d’ailleurs, par des relations lineaires, qui ne 
sont pas autre chose que les equations differentielles (6) ou les 
paramtoes q^ q\ q’^ sont remplaces par leurs valeurs initiales 

/y* • 

JL^ ^ j bO ■ 

aikXi) = o. 

Dans Fexpression de F^nergie, qui est une constante, faisons 
if = o. 

Alors E = Ho (yl) — Ho (y/) se r^duira k 

— == 2SAyBy. 

D’apr^s la definition des fonctions et Ho, cette expression 
sera une forme quadratique des 2/1 variables x^ : appelons-la Fi* 
Si nous changeons, dans Fi, Ay en XyAy, ce qui entralne le 
changement de By en — x en x^ et x^ en x^\ nous 
aurons 

H 2 (a?J) — Ho = - 2SX) Ay By. 

Le premier membre est une forme quadratique en x^ et 
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c’est-a-dire, puisque s’exprime lineairement en x et une 
forme quadra tique des a/z variables x^ x' : appelons-la Fo. 

Nous obtenons ainsi deux formes quadra tiques, 

Fi(a7, x') = — Ho(ii?) = aSAy-By, 

F.Jx.x') = Ho(y)=: — aSX|AyBy, 


des 2n variables x et qu’on peut former sans r^soudre I’^qua- 
tion A()^)=o, Ce sont des sommes de carres essentiellement 
positives. 

Considerons leur rapport 

F2 _ SXySAyBy 

Fl SAy-By 

Les variables x et x^ sont I'^elles, mais arbitraires. Le rapport 

F "N 

•jP variera par suite de — \\ a — X®, et ^tant la plus petite 

et la plus grande des racines de A (X) consid^r^es en valeur abso- 
lue. Done 


et la recherche du minimum du rapport des deux formes nous 
fournira la racine X^ . 

Supposons que X| soit d^termin^. On pourra alors calculer a^ 
el {voir § 7 ). 

Assujettissons maintenant les ^ et a?' A deux relations lin^aires 


Ai “ Bj = o. 


Nous formerons ces relations en consid^rant que 
Six) = SAy-E($r^y, Six) = Ai, 


puisque tous les autres lermes pour lesquels j ^ i sont nuls. 

Par consequent, Tune de nos relations sera, puisque — X^^/^ 

pour t = 0^ 

— a?/) — Ho(j3/i, s= o. 


Pareillement, nous aurons la relation imaginaire con^ugued j 

> ! I ‘ — ■ H H ' i f . ’iful t^l 
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Dans ces conditions, et 64 seront mils, et le rapport ^ aura 
un nouveau minimum — Ag ; d’ou ao et 

Nous assujettirons ensuite les variables aux conditions 

A .2 = Bs = o, 

form^es d’une fagon analogue, et ainsi de suite. 

18. Dans le cas de Tequilibre absolu, les deux formes qua- 

dratiques se simplifient. Eneffet, on a alors (§8) o. Si done 

nous supposons que tons les x soient nuls, ce qui revient a faire 
correspondre Porigine du temps a la position d’equilibre, les 
seront tous nuls aussi, en'vertu de la relation lineaire qui les lie 
aux X et aux 5?'. Comme on a, d’ailleurs, a/ = [ 3 /, il en resulte que 
les coefficients Ay et By sont egaux et de signes contraires; etant 
imaginaires conjugues, ils seront alors purement imaginaires. 

La forme Ft se reduit a H2 (x^) et la forme a — Hq (x') ; 
elles ne dependent plus que de n variables au lieu de 2n. 

Mais, dans Pun comme dans Pautre cas, la recherche desracines 
de A (a) = 0 est ramenee k celle des minima successifs du rapport 
de deux formes quadratiques. 

19. Cas otL P^quation A(X) = 0 admet des racines multiples. 

I® Oscillations propres. — Reprenons les Equations (7) 

S cx,*C/;t= 0. 

Nous savons (§ 7 ) qii’elles fourniront les solutions du problfeme 
si leur determinant A (X) est nul : les racines de Pequalion 

(8) A(X) = o, 

que J’on peut determiner comme nous venons de le montrer, 
donnent alors les periodes des oscillations propres. 

Nous avons suppose jusqu’ici que Pequation (8) avait toiites 
ses racines distinctes, c’est- 4 -dire que les mineurs du premier 
ordre D^vt ne pouvaient s’annuler tous en m^me temps que A. Les 
inconnues a/y sont alors respectivement proporiionnelles k D/a (Xj)^ 
elles peuvent s^exprimer en fonction de Pune quelconque d’entre 
elles prise arbitrairement, et la solution generale y/, correspon- 
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danl a I’ensemble des 2/^ racines Xy, comprend bien, comme cela 
doit etre, constantes arbilraires. 

Supposons loaintenant que A admelle la racine double Xy. D'a- 
pres la theorie generale des system es d’^q nations differentielles 
lin^aires a coefficients constants, deux cas sent a envisager : 

I® Si les mineurs ne s’annulent pas tous pour X = Xy, les 
equations admettent necessairement une solution de la forme 
P etant un polynome du premier degr^ en renfer- 
mant deux constantes arbitraires ; de telle sorte que, dans la 
solution generale, le nombre de ces constantes reste egal a 2/z. 

2^ Si tous les mineurs D/A(Xy) sont nuls, la solution prec^dente 
sera illusoire; mais, en admeltant que Xy ne soit pas racine de A 
d’ordre de multiplicity supyrieur a 2, un au moins des mineurs du 
second ordre ne s’annulera pas. Les inconnues a/y pourront alors 
s’exprimer Unyairement en function de deux d’entre elles prises 
arbitrairement : il en rysulte qu’a la racine double Xy corres- 
pondront deux oscillations qij distinctes^ ayant m^me pyriode, et 
diffyrant non seulcment par les amplitudes, mais encore par les 
phases respectives des divers parainelres. Quant au nombre des 
constantes arbitraires dans la solution genyrale, il reslera bien 
toujours egal a 2/1. 

Or, je dis qu’en vertu des conditions mycaniques auxquelles 
est assujetti le systeme ytudie, cette derni^re hypothese est seule 
ryalisable, e’est-a-dire que dans Pexpression d’une oscillation 
propre quelconque, le temps ne peut pas figurer en dehors des 
exponentielles. 

Admettons, en effet, que le systeme soit susceptible de prendre 
une oscillation de la forme 

qfzzz t at j 4 - 

Nous aurions 

q'i— 

D’ailleurs, nous aurions ygalement la solution imaginaire 
conjuguye 

Si^t piy -h 8/y 

I > - ^ 

et AV conslitueiiiaiitimrtee qscillatiion ryelleidu^^ystipa^f - r ^ 
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Gonsiderons i’expression E(gr,-4-5^-) de I’energie correspon- 
dante. 

On a 

= E(^/) H- E(5/) -h 2 E(^/, Si). 

Elle doit se reduire a une coiistante. 

Or, gi et g'l contiennent un terme en el un terme en 
^{qi) qui est de degre 2 en gi et g^i sera de la forme 6-VP2(i), 
Pa etant de degre 2 en t. Ce terme non constant devant dispa- 
raitre, on aura 

E{qi) — o, 

de m^me 

E(si) = 0 . 


II reste done simplement 

Si)y 

e’est-^-dire une forme bilineaire en g et 5', s et 5^' ; par suite, un 
polynome du deuxieme degr^ en t. 

Le coefficient de devra ^tre nul. On I’obtiendra en remplagant 
respectivement, dans Pexpression de 2 ^{gi, Si), gi^ y'., 5/ et 4 par 
leur terme de degre le plus elev^, e’est-a-dire par tqtj^ tq\j^ tsij 
ts\j. Le terme en sera ainsi 

2 if® E ( giji Sij ). 


Or, il ne peut pas 4 tre nul, puisque nous savons que 

Par consequent, une seule hypolhese reste admissible : les 
equations (7) n’admettent que des solutions ou le temps figure 
seulement dans les exponentielles. Si done \j est racine double, 
non seulement le determinant A, mais encore tons ses mineurs du 
premier ordre D/a s’annulent. 

Supposons, par example, )^| = A2; nous aurons alors deux 
oscillations harmoniques, qu et correspondant k la meine 
racine. La periode etant la meme, on pourrait remplacer qu et qt^ 
par deux combinaisons lindaires quelconques de ces quanlites. 

Mais nous conviendrons de les choisir en restreignant le sens 
du mot oscillation harmonique j At mani^rO ^ conserver les 
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relations 

E ( qi\y -J/a) = E{^z2j 
£(5^41, Sii) = E(^i2, 5^2) == !• 


20. 2® Oscillations contraintes. — Nous avons trouv4 (§ 9) 
que la soluiion des Equations avec second membre etait donn.6e 


par 


q, = z,e>‘‘, 

2 K* 

A(A) 


9 


et nous avons d^compos^ en ^l^ments simples de la forme 

const. 

Si Tequation en X a une racine double, aurons-nous dans cette 
di^composition un terme en Non, car, la racine double 

de A(X) annulanl il ne nous restera au denominateur que 
X — Xy au premier degr^. 

De mime pour une racine triple ou d’ordre quelconque de 
multiplicity ; £ ne pourra pas sorlir du terme exponentiel et les 
mineurs d’ordre 2 ou d’ordre superieur s’annuleront : £« restera 
toujours infini du premier ordre. 


21. Cas oil Fequation ^(X)=o admet des racines nnlles. — 
D’abord la racine zero sera d’ordre pair de multiplicity, puisque 
A(X) ne contient que des puissances paires de X. 

Si Ton fait X o dans les yquations diffyrentielles, cela revient 
k faire q[ = q''= 0 , et ces yquations se ryduisent k 


c’est-a-dire k 


'Zaih.qi^ o, 


dUo 

dqk 


0 . 


Par conslquent, — Ho n’est plus une somme de n carrls, mais 
une somme de moins de n carrds. 

Soit done 

Ho *+■ 

p. -- m. 
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les Xi, X2, . . Xjr, etant des conibinaisons lineaires des para- 
metres q. 

Nous pouvons prendre X^, Xo, X^, eux-memes comme 

parametres. 

Alors, nous aurons deux categories de parametres : les uns, 
les qa au nombre de p\ les autres, les au nombre de n — p. 
Ho ne dependra que des qa et pas des qh ; tandis que Ho dependra 
a la fois des q'^ et des q\ . 

Quelle pent ^tre la signification de ces diflerents parametres? 

Ils definissent a eux tous la position des molecules de la mer. 

Supposons qu’elles se deplacent de mani^re que la surface des 
mers ne varie pas. II y a une infinite de manieres de realiser cette 
condition; si, par exemple, on considere a Tintcrieur des mers 
une surface de revolution et qu’on la fasse tourner d’un petit angle 
quelconque, la surface exterieure ne bougera pas. 

S’il en est ainsi, je dis que — Hq, I’energie potentielle, ne 
changera pas. En efi'et, les molecules se remplacant les unes les 
autres, aucune force ne peut produire de travail, tant exterieur 
qu’interieur. 

Ho ne depend done que de la surface exterieure de la mer. 

Si les parametres qa definissent la surface exterieure et les 
parametres qj, la position des molecules k I’interieur de cette sur- 
face, il est clair que Ho dependra seulement des qa- 

Qu’en resultera-t-il alors? Nous avons 

E = H2— Ho, 

H 2 et — Ho etant tous deux positifs. Si q et q^ sont reels, E ne 
pouvait s’annuler, dans le cas general ne comportant aucune res- 
triction, que si tous les q et q^ s’annulaient k la fois. Ceci ne sera 
plus vrai maintenant, 

II faut toujours que Ho et Ho soient nuls. Ho etant une somme 
de n carres, tous les q’ seront nuls encore ; la nullite de Ho en- 
iraine bien la nullite des ^< 2 ? mais pas celle des qj,, 

Dans ces conditions, les resultats precedemment acquis vont-ils 
subsister? 

En premier lieu, nous avons demontre que Tequation en \ ne 
pouvait pas avoir de racine reelle (§ 14). Nous ne pouvons plus 
dire ici que, si etait reel, tous les qij devraient egalement etre 
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idenliquement mils ; mais nous savons que Ton aura = o, 
done \j — o. Par consequent, pas de racine reelle diflferente de 
zero. 

Nous avons vu aussi que E Sij) ne pouvait pas ^tre nul, 
parce qu’alors E (qij -H Sij) serait nul et que, qij Sij etant reel, 
on en deduirait qij Sij= o; un choix arbitraire nous per-* 
mettait, d’ailleurs, de prendre E ( 4- ) = i. Ici, de ce que 
E (qij-hsij) sera nul, nous pourrons seulement deduire que 

d’ou 

S'/y-H %*= const., 


ce qui exige que Ton ait )^y = o. Pour toute autre valeur de )vy, on 
aura done bien encore E (g^^y, Sij) ^ o. 

Reprenons enfin le raisonnement par leqiiel nous avons montre 
que le temps t ne pouvait pas figurer en dehors des expohentielles 
(§ 19). II n’est plus applicable ici, puisque nous sommes preci- 
s^ment dans le cas oh E (g^/y, Sij) = o. Nous pourrions done avoir 
une oscillation propre de la forme qi= 4- j3/. Par exemple, si 

Ton prend H 2 = ^ ^ et Hq = o, comme alors E = H 2 = const., 

on aura q] = 0 , d’oh qi = t [3/, polynome du premier degr^. 

Mais ne pourrait-on pas avoir comme solution un polynome du 
second degre? Je dis que non. En effet, admettons que nous 
ayons 

JX/ 

a/, P/, y/ etant des constantes qu^on peut supposer reelles, car, si 
elles ^taient complexes, on prendrait s^par^ment les parties reelles 
et imaginaires. L’^nergie E(gr/) doit rester constante ; 6crivons son 
expression 

E ( g-i ) = Hs ( gr',) - Ho ( = Hj (a « + p ) - Ho H- S„ < 4- Y«) 

en ^crivant Tindice a dans Hq, pour mettre en Evidence que ne 
depend pas des gr^. ’ , 

H 2 est un polynome du deuxieme degr^ par rapport mix 4^ 

done dll deuxitoe de^'^ par rapport a H© est im 1 ^ 1:1 
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deuxieme degr^ par rapport aux done du qua- 

trieme degre par rapport a t, L’expression de E(<7/) devant se re- 
duire a une constante, il faut que le terme en disparaisse; 
done 

-'iHo(aa) = o 

et par suite 

Ho(aa) = o. 

Ainsi, il faut que tous les soient nuls; quant aux a^, nous ne 
savons pas* Il resle alors 

et Ho n’est plus que du deuxieme degre en t. Il faut que le eoeffi- 
eienl de disparaisse; done 

HaCa^,) — Ho(§a) = o. 

Les deux termes ^tant essentiellement positifs, on devra avoir 
s^par^ment 

HsCct/j) = 0, Ho (pas) == o, 

ee qui entraine la nullite de tous les aj et de tous les Pour ee 
qui est des jS^, nous ne savons pas. 

Mais, tous les a ^tant nuls, il resle simplement 


polynome du premier degre. 

Ed outre, on voit que qa se r^duit a une constante, tandis que qh 
est une fonelion lineaire du temps. 

Il en resulte done que la surfaee est invariable, ou du moins 
qu’elle n’est alUr^e que d’une fa^on eonstante, mais que les mole- 
cules sent mobiles : en d’autres termes, ily a des courants internes 
qui n’alterent pas la surface ext^rieure. 

Ainsi, nous venonsde d^montrerqueFenergie E^^ -+• 

ne pouvait se rdduire une constante que si tons les a ^taient 
nuJs, aussibien les que les a^; mais nous avons d^montrd aussi 
quelque chose de plus, c^est que, si tous les a ne sont pas nuls^ 
F^nergie ne pourra m^me pas ^tre un polynome du premier 
degr4. > ^ 
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22. ^Itu(ie des marges statiques. — Sous I’influence d’lnie force 
perlurbatrice constante, la surface des mers prend une forme qui 
constitue la maree statique. Nous allons chercher comment se 
comporte dans ce cas le systeme que nous venons de considerer* 
Keprenons done les Equations differentielles des oscillations d’un 
systeme soumis a Taction d’une force exterieure 

ancqt) = Qa-= 


Comme nous supposons ici la force perturbatrice constante, 
nous aurons 


Q^. = const., X = o. 


Nous avons ^videmment une solution particuliere du systeme 
d’equations differentielles en prenant qi =. const. ; il suffira d’y 
ajouter, pour avoir la solution generate, la solution generale des 
equations sans seconds membres, e’est-a-dire une oscillation propre 
quelconque du systeme. 

Mais le systeme particulier que nous consid^rons est constitu^ 
de telle sorle que Ho ne depende que de la surface exterieure; nous 
nous trouvons done dans le cas etudi^ au precedent paragrapbe, 
ou Tequation caract^ristique des periodes des oscillations propres 
admet des racines nulles. 

Eh bien, je dis que, pas plus dans le cas d’une force perturba- 
trice constante que dans celui des oscillations propres, il n’est 
possible d’avoir comme solution un polynome du second degr6. 

EnefFet, la surface exterieure ne depend que des parametres qa] 
par consequent, si les qb subissent des variations, les qa ne va- 
riant pas, le travail des forces exterieures sera nul. Nous avons 
done dans notre hypothese Q^ = o. Nous allons voir alors que 
Tenergie E sera un polynome du premier degre. 

On a (§12) 



et, comme Qj = o, cette expression se reduit k 
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admettent comine solution un polynome dii second degre; en dif- 
f^rentiant P^qualion 

+ + = Qi., 

nous obtiendrons 

^k(q’i) = FA.(a,-^-h p/) = o. 

Or, en posant qi(^p) = on voit que les equations ^h{cj'i) = o 
ne sont pas autre chose que les equations qui definissent les oscil- 
lations propres du systeme. 

Par consequent, les expressions [3/ seront les coor- 

donnees d’une oscillation propre dii systeme, de celle qui corres- 
pond a A=o; et, d’apres ce que nous avons vu au paragraphe 
precedent, on doit avoir 

qa = Pa = const., 

d’ou 

qb— PiJf 4- Y6, 

qa = -+- Ya» 

Comme est une constante, on a bien = const, et E est 
un polynome du premier degre. 

Mais nous avons ddmontre que ceci ne pouvait avoir lieu, dans 
une oscillation quelconque, que si tous les a etaient nuls. Par 
consequent, dans les marges statiques, les valeurs des param^lres q 
seront simplement des polynomes du premier degre, 

qt^ pi^4-Y/* 

En outre, la derivee p/ sera une solution des equations sans 
second membre, c’est-a-dire une oscillation propre. Pour cette 
oscillation, on aura Ho = o, ce qui entraine la condition que tous 
les soient nuls. 

Finalement, les oscillations constituant les marees statiques sont 
donnees par les valeurs 

qb^ H- Y^? 

qa = Ta* 

Les qa se reduisent ^ des constantes, tandis que les q^ sent des 
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fonctions lineaires du temps et ne sont pas nuls en general. La 
forme de la surface est done invariable, mais a I’interieur nous 
pouvons avoir des courants continus. 

23 . Suivant que ces courants existent ou non^ nous pourrons 
distinguer deux sortes de marees statiques : 

Marees statiques de la premiere sorte. ^3 = 0. II n’y a 
pas de courants continus, simplement une deformation. 

Dans ce cas, tous les q' et les sont nuls; les equations diffe- 
rentielles se reduisent a 


e’est-a-dire 




dqk 


= Qa. 


On determinera les parametres constants q a I’aide de ces equa- 
tions; e’est un pur probleme de Statique. 

2^ Marees statiques de La deuxieme sorte. Ho depend seu- 
lement des 

£Ho 

dqb 

Si nous prenons les equations differentielles relatives a A* = 6, 
nous aurons, puisque = o. 


sera nul, puisque e’est — 

Alors, les Equations s’integrent imm^diatement et donnent 


a'ii,qi) = M*. 


Chaque constante est ce qu’on pent appeler un moment du 
sy Sterne. 

Un second cas remarquable est celui ofi tous ces moments: 
sont nuls. 

Ainsi done, nous aurons deux sortes remarquables de mar 4 ^$ 
statiques : ; . ^ ^ j 1 ^ ^ ^ - f , 
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Gelles de la premiere sorte, correspondant a ~ ^ 
vitesses sent nulles, pas de courants a I’interieur; 

Gelles de la deuxi^me sorte, correspondant a = o : ce sent 
les moments qui sont mils, il y a des courants constants a 1 inte- 
rieur. 

24. II y a deux cas ou ces deux sortes de marees statiques se 
confondent : 

I ° Si I’equation en X des oscillations propres n’a pas de racine 
nulle. Jin effet, dans ce cas, il n’existe pas de qi, et la question ne 
se pose pas j nous savons qu’un polynome du premier degre ne 
peut ^tre solution du probleme. 

2 *' Si r^quilibre est absolu. On a alors (§ 8 ) = o. 

Les equations Mi = o qui donnent les marees statiques de la 
deuxieme sorte deviennent simplement 



et, comine les sont toujours nuls, ces Equations sont des rela- 
tions lin^aires entre les q\. Nous aurons aulant de relations dis- 
tinctes que de < 7 '^. Par suite, ces q'^^ sont tons nuls, et Ton retrouve 
les marges statiques de la premiere sorte- 

Au contraire, dans le cas des axes tournants, qui est celui de la 
nature, les deux sortes de marges sont a distinguer. En effet, sup- 
posons qu’il n’y ait pas de courants internes, q\ = o^ la surface 
tendra vers une position d’dqullibre correspondant a Paction des 
forces ext^rl cures. 

Mais, s’il y a des courants internes, une force nouvelle s’intro- 
duira outre les forces extdrieures : e’est la force de Coriolis, 
laquelle est perpendiculaire a la direction des courants, et dont 
Taction alt^rera la surface d’dquilibre. 

Nous verrons plus tard Timportance de cette distinction. 

25. Oscillations contraintes d’un systdine d deux groupes de 
param^tres. — Nous avons alors = X ^tant ici une con- 
st^nte qui d^finit la p^riode de la force perturbatrice. Mais, dans 
Thypoth^se d^un syslfeme constitu^ de telle sorte que ne d4- 
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pende pas des parametres on a = o et I’^quation des 
moments subsiste, 

cf'wqt) = Mz). 


Seulement, comme dans le cas des marees statiques de la 
deuxieme sorte, les moments seront forcement mils; en effet, 
ils doivent ^tre a la fois constants et proportionncls a comme 
les q et les q^ . 

AlorS; line premiere question se pose. Supposons qu’il s’agisse 
d’une maree a tres longue periode : X sera alors tres petit, et nous 
aurons line maree que nous pourrons traiter comme une maree 
statique. Mais comme une maree slatique de quelle sorte? D’apres 
ce que nous venous de dire, quel que soit A, M 3 ==o; lorsque X 
tendra vers zero, restera nul et, par consequent, les qt tendront, 
non vers les valeurs de la premiere sorte, mais vers les valeurs qui 
cori'espondent a une maree statique de la deuxieme sorte. 

Supposons maintenant le cas gdn^ral, ou X n’est pas tres petit. 
£/, comme nous I’avons vu au paragxaphe 10, est une fonclion ra- 
tionnelle de X qui peul se decomposer en elements simples de la 

forme les X/ etant les racines de Tequation caracteristique 

K — Ay 

des oscillations propres. 

Si cette equation a des racines nulles, aurons-nous des Lermes 
en i et ~ ? Pour nous en rendre compte, supposons s/ developpe 
suivant les puissances croissantes de X, 




et remplagons Zi par cette valeur dans nos equations diflferen- 
tielles 

FA.(e/e>^0 = K/,eK 


Nous aurons, en ne conservant que les termes de degre — 2 , — i 
et o en X, 

a/ ot/if -H P/ , # j „ ; . 

' H ^ 1 j-H- 




qi^ 
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et, par suite, en ^galant les coefficients de ces termesdans les deux 
membres des equations differentielles, 

F/^(a/) =0, termes en 

FA-(a/^+ PO =0, » en 

Fa H- ■+• Yij = Ka, )> de degre o en X. 

On reconnait les trois Equations que nous avons deja rencontrees 
en ^ludiant les marees statiques (§ 22). Nous en concliirons de 
meme qu’on a 

a^= aA= 0. 

Done, dans s/, pas de terine en ^ et a fortiori pas de terme 
en ^9 etc. 

Mais nous pourrons avoir un terme en ^ parce que, si les j3« sont 

nuls, les (3^ peuvent ^tre diffl^rents de zero. Seulement ces termes 
ne figureront que dans Pexpression des ; les ga^ qui seuls nous 
int^ressent, n’en auront pas. 

26, Influence du frottement. — Cette influence est extremement 
faible; nous verrons qu’elle est presque negligeable, sauf le casdes 
canaux etroits et si la p^riode est tres longue. Elle se manifeste de 
plusieurs mani^Tes. 

D’abord, si nous consid^rons les \j correspondant aux oscilla- 
tions propres, ils ne seront plus purement imaginaires, mais auront 
une partie reelle qui sera toujours negative parce que F^nergie ira 
en d^croissant. Les racines de F^quation en X seront bien encore 
imaginaires conjugates deux a deux, mais elles ne seront plus 
deux a deux egales et de signes contraires. Voila un premier 
point. 

En void la consequence : Gonsidtrons les oscillations con- 
traintes ; nous avons qi=zz qui est une solution particulitre, 
mais la solution gtntrale des equations avec second membre est 





OSCILLATIONS d’uN SYSTEME MECANIQXJE. 43 

Les Ay dependent des conditions initiales. Dans le cas des ma- 
rees, il est evident que ces termes ont du disparaitre. En efFet, 
Xy ayant sa partie reelle negative, eV va constamment en d^crois- 
sant et, depiiis que les marees existent, le mouvement du aux 
oscillations propres doit ^tre consider^ comme completement 
eteint : ilreste done seulement I’oscillation contrainte proprement 
dite. 

En second lieu, le frottement produit tine diminution d’ampli- 
tude tres l^gere et aussi un leg-er decalage. 

Nous avons de plus une resonance moins parfaite. En efFet, 
nous avions « 



et le ph4nomene de resonance ^tait dd a ce que, pour )vr= Ay, un 
des termes devenait infini et, pour ainsi dire, ^crasait les autres. 
Avec le frottement, une resonance aussi parfaite ne sera plus pos- 
sible. En efFet, "k est purement imaginaire, car les forces perturba- 
trices sont essentiellement pdriodiques ; )vy, au contraire, a une 
partie reelle negative. Done )v — Xy ne s’annulera jamais. 

Cependant, en pratique, la difference n’est pas tres grande, car 
la partie reelle de Xy est to uj ours extr^mement petite en valeur 
absolue; il en resulte que X — "kj pourra devenir extr^memenl 
faible, et que nous aurons une resonance presque parfaite. 

Enfin, I’existence du frottement nous oblige a modifier les con- 
clusions auxquelles nous ^tions parvenus en ce qui concerne les 
marees statiques. Pour le montrer, prenons un exemple simple. 



X ety repr^sentent ici nos parametres etHo ne depend pas dey. 
Nous devrons done faire == o, et les ^nations de Lagrange 
relatives a notre sysl^me seront 

ir" — 2 a? = G 


Mais, pour tenir compte dn frottement, nou^ ajouterons les 
termes — pa:', — py' ^ chacun des premiers membres, et nous 
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aurons ainsi 
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co” — 2 ^y' -T- ^ — 0 5?'= G 
— py' ^ 0. 


Pour r^soudre ces equations, posons 


II viendra 


d’ou Ton tire 


X = 

y = 

A(X2 — pX *4 -t) — 2toBX = C, 
2 03 AX H- B(X“ — pX) = 0. 


» 


XB 


2toAX 

>^“7* 


Imaginons que la periode de la force pertiirbatrice soil tres 
longue, et faisons tendre X vers zero. La limite de XB ne sera pas 
la m^me selon qu’il y aura ou qu’il n’y aura pas de frottement. S’il 
n’y a pas frottement, 

p = 0 , limite XB= — 2 ojA. 


S’il y a frottement, 

p > 0 , limite XB = o. 


Prenons d’abord le cas ou p = o. La premiere Equation nous 
donne alors k la limite 

A -h 4 o)2A G, 

d’ou 

A-= — 

i-h 4w-^ 


X sera constant, et nous aurons une mar^e statique. 

Je dis que ce sera une mar^e statique de la deuxieme sorte. 
Pour le montrer, il suffit de faire voir que jk ne se r^duit pas k une 
eonstante. En effet, nous avons, a une constante px'^s, 


Nous pouvons prendre la constante 4gale k — 
donne 


2ii} A 

— ce qui 
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expression qui tend vers — 2 o>A^ lorsque A tend vers zero. Done, 
maree statique de Ja deuxieme sorte. 

Considerons maintenant le cas ou il y a frotteinent : p > o. On 
a alors simpJement A = C ; = const. Done, maree statique de la 

premiere sorte. 

Ainsi, lorsque la perlode tend vers Pinflni, la limite de la maree 
n’est pas la meme selon qu’il y a ou non frottement. S’il y a frot- 
tement, si petit qu’il soit, la limite est la maree statique de la pre- 
miere sorte; s’il n’y a pas de frottement, la limite est la mar^e 
statique de la deuxieme sorte. 

Laplace et ses successeurs ont envisage simplement le pheno- 
mene statique dela premiere sorte. Depuis, M. Hough, astronome 
a rObservatoire du Cap, dont nous analyserons plus loin d’im- 
portants travaux, a introduit cette distinction et a conclu, dans le 
cas de la nature, a une mai'ee statique de la deuxieme sorte. Cette 
conclusion doit-elle subsister? 

Assurement, il y a frottement. Seulement, ce frottement est 
extr^mement petit. Si done X tend vers z6ro de maniere a donner 
des p^riodes de plus en plus longues, la p^riode pourra devenir 
tr^s longue tout en restant encore petite par rapport a la duree qui 
serait n^cessaire pour que I’influence du frottement fut sensible : 
dans ce cas, la maree sc rapprochera de la maree statique de la 
deuxieme sorte. Mais, la p^riode continuant a augmenter, il arri- 
vera un moment ou X sera petit par rapport ^ p ; la p^riode devra 
alors ^tre consideree comme grande par rapport au temps d’in- 
fluence sensible du frottement, et I’on aura une mar^e statique de 
la premiere sorte. 

Toute la question est done de savoir alors si les marges a longue 
p^riode qu’il y a lieu de considerer (e'est-a-dire celles dont les p6- 
riodes sont de i5 jours, de i mois ou de 6 mois) ont des p^riodes 
petites ou grandes par rapport au temps d’influcnce du frottement. 
A cette question, M. Hough r^pond que les p^rlodes sont petites, 
et que, par suite, on aura des marges statiques de la deuxieme 
sorte. 

G^est un point surlequel nous reviendrons. ' 1 ‘ 
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CHAPITRE IL 

APPLICATION DES PRINCIPES GENERAUX 
AU PHENOMENE DES MARliES. 


27. Nous allons maintenant appliquer k I’Oc^aii lui~m^me les 
resultats obtenus dans le cas d’lin sjsteme de points matdriels. 
Bien que TOcdan soitun milieu continu, nous pourrons le consi'- 
d^rer comme constitue par un nombre fini, mais tres grand, de 
points mat^riels; alors, les theoremes precedents subsisteront; il 
suffira de remplacer les soxnmes par des integrales. Nous nous 
contenterons pour le moment d’admettre cette proposition, sous 
reserve d’en donnerplus tardune demonstration rigoureuse. 

28. Que deviennent alors, dans le cas de la mer, nos fonc- 
lions H, Ho, H| et Hq? 

Considerons une molecule quelconque dans sa position d’equi- 
libre relatif, et soient y, ses cooi'donnees par rapport aux axes 
tournants invariablement lies a la partie solide. Sous Faction des 
marees, cette molecule se deplace et ses coordonnees deviennent 
alors X y -h z-h iv- 

Les quantites w, p, w sont tres petites et joueront le role des pa- 
rametres ^ du Chapitre premier. Nous designerons par p', ^v'les 
composantes dc la vitesse. 

Alors, Ho, qui est la demi-force vive T^, sera 

(i) H2= J dz, 

en designant par dz: Felement de volume dxdydz^ et la densite de 
I’eau de mer etant prise comme unite. 

Nous avons trouvd ensuite que etait egal k o>M, M etant le 
moment de rotation dans le mouvement relatif. Ici, nous aurons 

M 5=s dz[9'ix-hu)^u'(y-hv)]. 
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Dans cette expression, nous pouvons distinguer deux termes. 
Celui en — u'y est du premier degr^ en it! et c’est-^-dire 
par rapport a ce que nous avions prec^demment appele les c/ ] et 
nous avons vu qu’on pouvait toujours faire disparailre les termes 
du premier degre en 7 ' (§ 4). 

L’autre terme en u — est, au contraire, a conserver, et 
nous aurons 

( 2 ) Hi=oi r ((>'u — 


Enfin, nous savons qu’en ddsignant par U I’energie potentielJe 
due a la gravitation, etpar j le moment d’inertie de la partie liquide, 
on a 


(3) 



Le terme correspond ala force centrifuge ordinaire. 

Quant a U, si nous appelons II le potentiel de la gravitation au 
point consider^ de masse dm^ nous aurons 


-U = 



n dm. 


II convient de distinguer deux parties dans II. 

Repr^sentons d’abord la partie solide du globe, puis la sur- 
face S de la mer dans sa position d’^quilibre, enfin la surface 


Fig. I. 



troubl^eS' (Jig- 1 ). Entre les surfaces S etS'se trouveun'bourrelfet 
liquide, et, comme le volume total des mers est invariable^ ee 
bourrelet se trouvera en partie posilif, en partie n^gatif. 

Si nous envisageons rattraction en un point queleonq^e, se 
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decompose en deux : d’une part, rattraction due a Fensemble de 
la partie solide el de la partie liquide dans sa position d’equi- 
libre ; d’autre part, Tattraction du bourrelet. Nous pourrons done 
ecrire 

n = n'H-n", 

n' ^tant le potentiel du a la partie solide et a la partie liquide 
dans sa position d’equilibre. 

De meme, le volume limite par la surface troublee se com- 
posera de deux parlies, et nous aurons 

t: = T'-t-T"; 

t/ est le volume de la partie solide et de la partie liquide jusqu’^ la 
surface d’equilibre; V' est le volume du bourrelet et se trouve en 
partie nejatif. 

L’^lement de masse drn aura pour valeur 

dm = p 

p ^lant la densite, qui est egale a i pour la partie liquide et plus 
grande que i pour la partie solide. 

Nous pouvons alors d^velopper I’expression de I’^nergie poten- 
tielle et Ecrire 

-u=i C + - C { U" dm. 

Le premier terme repr^sente I’dnergie provenant de I’at traction 
sur lui-m^me du volume constitu^ par la partie solide et la partie 
liquide en ^quilibre; le deuxi^me terme represente I’energie pro- 
venant de i’attraction du bourrelet sur la partie solide et la partie 
liquide en equilibre; le troisi^me terme, I’^nergie provenant de 
I’attraction dela partie solide et de la partie liquide en Equilibre 
sur le bourrelet; enfinle quatrieme terme repr^sente I’^nergie pro- 
venant de I’attraction du bourrelet sur lui-m^me. 

Le premier terme est done une constante, et nous pouvons, par 
suite, le supprimer. Le deuxi6me et le troisi^me terme sontdgaux 
entre eus d’apres la th^orie du potentiel aewtonien; nous pou- 
vons ies grouper ensemble, et 6crir^ simplement 

— V=fll'dm-h- f n" dm. 
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Pour avoir Ho, il nous suffit d’ajouter • Ainsi 

Uq = dm ~ W'dm-^-^ J* {x^-{-y^)dm, 

Posons 

n'-H ^(x*-i-^2) = G; 

G est le potentiel du a Fattraction de la partie invariable liinit^e 
par la surface d’^quilibre S, plus le potentiel dd a la force centri- 
fuge : c’est done le potentiel qui engendre la pesanteur. Nous 
avons alors 

( 4 ) H<,=:J'Gdm-^-^J'n''dm, 

nos intdgrales s’etendant uniquement au volume du bourrelet, 
parce qu’on a pu supprimer 6galement la partie constante du mo- 
ment d’inertie. 

Considerons le premier terme de Ho- Soit Go la valeur de G sur 
la surface d’equilibre S; e’estune constante surcette surface. Pre- 
nons un point a une distance ^ de sa position d’^quilibre comptee 
positivement vers le bas; comme ^ est toujours petit, le potentiel 
sera devenu 

G = Go-h 


g dtant Fintensit^ de la pesanteur, qui est constante si nous n^gli- 
geons Faplatissement, 

Le volume total du bourrelet etant mil, on aura, puisque la den- 
sity est I dans 


/ 


Go dm 



G 



0 . 


Le premier terme de Ho se r^dait done ^ gj 

Pour ^valuer rfr, prenons sur la surface S un ^l^ment d<T et 
elevens sur cetle base un petit cylindre que nous d^couperons en 
petites tranches de hauteur {fig- 2 ). Nous aurons 


d'z = 4or 

g J X,dx ^ g d<st^d^=^ ^ 


P. — III. 
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Done, le premier terme de Ho sero.^ J etant un ele- 

ment de la surface d’^quilibre S et ^ la valeur correspondante de 
rabaissement vertical du a la maree. 



Occiipons-nous maintenant du second terme, celui qui corres- 
pond a rattraction du bourrelet sur Jui-mi^me. Nous pourrions 
considerer deux Elements de volume Xld^ et calculer I’int^- 


grale double 


tX' dd 




r ^tant la distance des deux petits cylindres, c’esl-a-dire des deux 
Elements ^o-, d^ de la surface. Mais il est plus commode de de- 
composer en fonctions spheriques. 

On sail qu’une fonction quelconque 2^ a la surface de la sphfere 
peut se decomposer en fonctions spheriques, sous la forme 

K ~ ^ A/e X/i, 

An etant un coefficient et X,/ une fonction spherique d’ordre n. 
Si X/i et Xj:, sont deux fonctions spheriques d’ordre different, on a 
la relation generale 

C X// Xp ~ o, 


I’integrale etant etendue a tous les elements dtr de la sphere. 

Nous pouvons supposer de plusque nous ayons choisi nos fonc- 
lions de telle sorte que 

J X»dT = l. 


Si nous considerons chaque element de masse !^<"/o*comme con- 
centre sur la surface^ nous pourrons admettre que W est le poten- 
tiel du a rattraction d’une couche superficielle dont la densite 
serait — 2^. A Pinterieur de la sphere, satisfait Peqi^atioa de 
Laplace 

o. 
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On pent d’ailleurs le decomposer a Finl^rieur en fonctions sph^~ 
riqiies sous la forme 

7' etant la distance au centre rapport^e au rajon pris comme unite. 
Siir la surface, on aura, d’apres im th^oreme connu, 

c’est-a-dire, en faisant r = i , 

S (2 /I -f* - 4< = - 4^ s A,, X,i. 

Nous aurons done, en egalant les coefficients des fonctions 
sph^riques de meme ordre, 

X, 4'rcA;i 


ce qui determine les coefficients du d^veloppement de en fonc- 
tion de ceux du d^veloppement de 

11 est alors aisej d’exprimer Ho en fonction des coefficients A^. 
Effectivement, on a, d’une part. 


J d<r =2 A-A f XA + ^2 A« Ap y X„ cl<j =2 ^»> 

puisque toutes les integrates de la premiere somme sont egales a i, 
et que toutes celles de la seconde sontnulles. 

D’autre part, on a de m^me 


=2 2 ■ 


2n H- I 


II en res like que 

Or, g est la pesanteur k la surface. Le volume de la Terre etant ^ ? 
si D est la densite moyenne, Iq masse sera il faut la diviset 
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par le carre dii rayon pour obtenir g'; par suite, 



Done, fmalement, 

(5) = 

lorsqu’on suppose g constant, e’est-a-dire en negligeant Faplatis- 
sement. 

Remarquons que, la fonction spherique d’ordre zero etant une 
constante, son coefficient Aq devra etre nuL En efiet, I’invariabi- 
lite da volume des mens impose la condition 

y 

qui peut s’^crire, puisque AoXq est une constante, 

2a.a./x.x.* = .. 

Toutes les int^grales pour lesquelles n o ^tant nulles, il reste 
simplement 

AJ f Ja = o, 

d’ou 

Ao= o. 

Nousverrons plus tard que A^ est g4n6ralement tres petit. C^est 
le terme en A 2 qui est le plus important. Comme D = 5,5, on a 
sensiblement 

(6) Ho=2rA|(^-i). 

Le second terme est done environ 9 fois plus petit que le pre- 
mier. Nous pourrons souventle ndgliger, c’est-^-dire n^gliger I’at- 
traction du bourrelet sur lui-m 6 me, I’ordre de Terreur cominise de 
ce fait ^tant environ -i- 

lO 

29, Expression duppie^tic^l des forces perfeurbatrioes. — 11 nous 
faut ^tudier maintenant les quantitds Q qui d^finissent les forces 
extdrieures. Nous savons (§ 2) que SQ5^ repr 6 $ente le travail 
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virtuel des forces exterieures lorsqu’on fait subir aux parametres q 
des deplacements virtuels Sgr. 

Les forces exterieures qui interviennent ici sent d’abord Fat- 
traction desastres : Soleil et Lune. Mais ce ne sont pas les seules; 
comme nos axes de comparaison, au lieu d’etre fixes, sont anim<^s 
d’un double mouvement, il faut egalement considerer les forces 
fictives correspondantes : force d’inertie d’entrainement et force 
centrifuge compos^e de Coriolis. Le mouvement de rotation des 
axes est le seal qui introduise une force de Coriolis, et nous avons 
deja tenu compte de cette force par Fadjonction du terme ; 
il n’y a done pas lieu de la compter dans les forces exterieures. 

Quant aux forces d’inertie d’entramement, il faut distinguer 
celle qui est due au mouvement de rotation des axes : e’est la force 
centrifuge ordinaire dont on a egalement tenu compte par le 

terme * Il reste done a considerer iiniquement la force d’inerfeie 

d’eiitrainement dans le mouvement de translation des axes autour 
du centre de gravite de Fensemble form^ par la Terre et Fastre 
attirant; et cette force peut aisement s’adjoindre a la force d’attrac- 
lion elle-m^me. 

En effet, soit P le potentiel des astres au point consid^re de 
masse dm ; appelons — Pq potentiel des forces fictives en ce 
point, de telle sorte que 

pQ dm = 0 r ( P — Po ) dm. 


(7) '^qSq = $J'Pdm-sJ 


Le potentiel P peut se developper suivant les puissances crois- 
santes des coordonnees z du point consid4r6 : 

P = A -h Bx -h Cy -H H- , ,, 


Les composantes de la force r^elle seront 


dP . dP ^ dP . 
-^d,n, -^dm, ^dm. 


Quelles seront celles de la force fiqtive? L’acc^l^ration d’entral- 
nement est Facc^l4ration prise par le cenU'e de la Terre sous Fac- 

dP dP dP 

tion des astres: ses composantes seront les valetzrfe de 

^ ^ , dx dy dz 

relatives k ce centre, c’est-^-dlire pow ; t m n j i i 
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Par consequent, les composantes 
sont 

B dm^ C dm^ D dm 


d’entrainemenl 


et son travail virtuel 8Po dm sera 

SpQ dm = ( B oa? -h C -i- D dm, 

II en resuite, le choix de la constante etant arbitraire, qu’on a 
( 8 ) P 0 = A - 1 - B X -h Qty -H D z . 


Pq n’est done pas autre chose que I’ensemble des tei'ines de de- 
gres o et 1 de P. 

Calculons P. On a 



pi^tantla masse de Fun des astres atlirants et r la distance du 
centre de cet astre a Feleinent dm de la surface terrestre. 


Fig. 3. 



Consid^rons, par exeinple, la Lune; soient O le centre de la Terre 
et a le rayon OM {fig- 3 ), Nous avons, en appelant p la distance OL 
et © Tangle MOL, 

p 2 _ 2 a p cos 9 . 


Ddveloppons ^ suivant les puissances croissanles de ^ : 


1 _ I a cos 9 a*( 3 cos ^9 — i) 


P 




D’ou, en n^gligeant les termes en 


}xa cos 9 


fxa^(3 005^9 — 0 


Les trois termes du d^veloppepent sont respectivement de die- 


P» '2 
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gros o, I et 2 eaa?, ies deux premiers representent done 

et Ton a 

(lo) P— Po=2 ^(3cos2o-j). 

Consid^rons le triedre forme par les trois vecteurs menes du 
centre de la Terre a Pastre, a dm et au pole; il nous fournit la 
relation 

cos <p = cos S cos 6-i-sinSsin0 cos y? 

6 etant la colatitude du lieu, S la distance polaire de Fastre et y 
Fangle horaire de Fastre par rapport au lieu ; on a, d’ailleurs, 

Y = ojjf 4- — iR, 

is) etant la vitesse angulaire de rotation de la Terre, A la longitude 
du lieu et JR. Fascension droite de Fastre. 

On voit que coso est un polynome du premier degr^ en cosy. 
3cos-!p — I sera done un polynome du second degre en cosy, par 
suite un polynome du second degre en et 
Par consequent, Fexpi^ession 

I P — Po= ^ ^sin^S cosay 

H- y sin 26^ ~ sin aS cosy 
( H- ^ ( 3 coss 0 — i)^ ^ ( 3 cos®S — r) 

du potentiel des astres en un point determine, de coordonnees 9, 
A;, pourra se mettre sous la forme 

s 

Le premier 5 est relatif aux differents astres; s est un nombre 
entier pouvant prendre les valeurs o, zb i, zb a; les coefficients 
dependent des distances polaircs o et des distances p des astre^^ 
aiasi que de la colaiitude 6, mais pas de la longitude ni des^ascefiit 
siems droiles. , * I t 

En remplagant|p^r.sa valeur^ on au^raf> poi^r^^n astro; ^>pjnsid#e^ 
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isolementj 





qui est une fonction de la colatitude et du temps, pourra 
se developper en une serie trigonomdtrique dont le terme general 
sera B n’etant plus fonction que de la colatitude et [a etanl 

petit par rapport a oj, parce que le mouvenient de I’astre est beau- 
coup plus lent que la rotation de la Terre. 

Par suite, 

(i^i) P — Po=2 ^ B ^ 

en posant 

X = siay dz iijl, 

D’apres (i i), on voit qu’on aura 

B/>^3cos2 0 — I pour ^ = o, 

B ^ sin 2 0 » 5 =db 1 , 

B sin2 0 » ^ = ± 2. 

Nous obtenons ainsi le developpement du potentiel de Faslre au 
point 9, (}; consid^r^. 

En consid^rant alors la variation S(P — Po)C<^p, on aura les 
coefficients Q correspondant aux d^placements virtuels des 
param^tres q relatifs k ce point. 

Finalement, Fexpression SQSy ^tendue k tout le sjst^me se 
trouvera d^velopp^e aussi enunes^rie de termes contenanten fac- 
teur X pouvant avoir les valeurs 

t( — itozbfx), 

i(c«)±p), 

zt tp.. 

30. Classification des diff^rents termes. — Nous avons done 
Irois categories diff^rentes de termes. 

Si nous consid^rons les valeurs de la premiere ligne, comma [a 
est petit par rapport k ca, nous aurons des termes pour lesquels 5. 
sera trfes voisin de awe ou de — c^est-^-dire d^s 6l4ments 
isochrones imaginaires conjugu^s dont la p^riode sera voisine 
de 1 2 heures : il en r^sultera des marges semi^-diurnes. 



APPLICATION DES PUINCIPES GENBRAUX AU PH^NOMENE DES MAREES 5y 

Les valeurs de la seconde ligne donneront de mem© des termcs 
imagiaalres conjugu^s deux a deux, dont la penode sera voi- 
sine de 24 heures, et qui donneront naissance a des marges 
diiirnes, 

Enfin, pour ja ^tant voisin de z^ro, nous aurions des 

termes produisant des marees d longue periode. 

Les termes ainsi obtenus sent tres nombreux. Parmi les termes 
lanaires semi-diurnes, il en est deux prmcipaux : 

Vitesse angulaire 


1 ^ 1 * 

Ms 2(o>^/i) 

Ks 


Le terme Ma, qui depend du moyen mouvement n de la Lune, 
existerait seul si Forbite lunaire coincidait avec I’dquateur, et s’il 
n’y avail pas d’excentricite. 

Le terme K2 contient en facteur sin^I, I ^tant I’inclinaison de 
Forbite lunaire sur F^quateur. Imaginons que nous r^partissions la 
masse de la Luna sur son orbite, proportionncllement au temps 
mis a parcourir chaque portion : nous obtiendrons ainsi I’effet 
moyen de la Lune. L’orbite, par rapport k nos axes qui sont li^s 
a la Terre, tournera : cette rotation serait sans influence si Fon 
avail 1 = 0 , mais Fexistence de Finclinaison donnera naissance 
aKa. 

L’effet de Fexcentricite e se traduit dans le groupe semi-diurne 
par trois termes : 

N — 3/1 •+ w 

L 2 0) — n — TS 5 

2N 20) — 4/1 -h 2 ZU 

dependant de w, moyen mouvement du p^rig^e lunaire, 

N et L, qui contiennente en facteur, sont les termes elliptiques 
de premier ordre, Fun moyen, Fautre mineut; aJN est le terme 
elliptique de second ordre, il contient e- en facteur, j . , 

Enfin, les in^galit^s, ^vection et variation, introduiront cHaepne 
deux termes, mais on ne consid^re pas, en g^ner^l, le d^CQtid 
terme variationnel m raison de la petite^e il 
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reste ainsi : 


V 

X, 


1^1- 

2 to — 3 /Z -H 2 /li — 
2to — n — 2^1-1- Tiy 
2to — 4 ^ + 


/l^ estle inoyen mouvement da Soleil. 

Parmi les termes lunaires diurnes, on considere : 


17. |. 

O <A) — an 

Ki to 

00 to -f- 2/1 

Q to — S/i-f-cj 

Ml. to — 71 -h Q 

J to-h n — ny 

)) CO — in-\- 1.TS 

» to — 3 /I + 2 ni — 75J 


Les termes 0 et Kj sont de beaucoup les plus importants. Tous 
les termes du groupe diurne contiendront en facteur ime puis- 
sance impaire de sini, car, si Ton change 5 en t: — S, sin 2 S change 
de signe. 

Tous les termes a partir de Qcontiennent e en facteur, I’avant- 
dernier contient e-. 

Q est la difference des moyens mouvements du noeud et du pe- 
rigee. 

Enfin, les termes lunaires d longue periode sont : 


|7.|. 

M / 2 n 

M/n 71 — w 

» ... . 3/i — xsj 

» /I — 2/ii -+- Tjy 

. MS/. 2(n — »() 


Le terme M/, qui est Ife plus important de ce groupe, a pour 
pdriode jjC’estr-ti-dire , envibon: i5 jours; il contient en ,fac- 
t&urssiii=‘Ji Qna:od ofl. yevienitfiohaager I 
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en — I, 3cos-S — i ne change pas : les facteurs des termes du 
groupe a longue periode ne peuvent done contenir que des puis- 
sances paires de sini, de m^me que les Lermes du groupe semi- 
din me. 

Nous aurons maintenant des termes solaires, mais le nombre 
des termes efficaces sera moins grand. Dans le groupe semi- 
diurne. ii suffit d’en retenir trois : 

Vitesse angulaire 


IM. 

Si 2(a>~7ii) 

Ki ao) 

T — 3ni 


Le terme K 2 est inseparable du terme limaire correspondant : 
leur soinme ne forme qu^un seul terme distinct, dit luTiisolcLive 
oil sideraL 

Dans le groupe solaire diurne, deux termes seulement im- 
portent : 


p to — 2n\ 

Ki w 


doit s’ajouter egalement au terme lunaire correspondant, pour 
constituer le terme lani-solaire ou sideral diurne- 

Enfin, il suffit de oonsid^rer deux termes solaires d longue 
periode: 



S« Ai. 


qui sont respectivement semi-annuel et annuel- 

La Lune et le Soleil ^tant les seuls astres perturbaleurs, nous 
nous trouvons ainsi avoir developp^ SQ8^ 0 ^ s^rie h^monique 
dont chaque terme contient en facteur \ ayant les valeurs ci- 
dessus ^num^r^es, et cionnera lieu, si on le considfere isol^ment,’ a 
une composante isochrone de roscillation contrainte. 

Nous aliens ndu^^ proposer maintenant dje recberoheir 
posantes. ^1: 
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CHAPITRE III. 

ETUDE DES MAREES A LONGUE PERIODE. 


31. Dans le cas d’une maree a longue pdriode, \ est tr^s petit, 
et nous pourrons considerer tout de suite le passage a la limite, 
c’est-^-dire le cas d’une maree statique. 

Nous savons alors (§ 26) gue, s’il y a frottement, la limite sera 
une maree statique de la premiere sorte ; nous n’envisagerons gue 
ce cas pour le moment. 

Les r^sultats sont differents, suivant qu’on considere le globe 
comme entiferement ou partiellement reconvert par les mers, sui- 
vant aussi qu’on neglige ou non I’attraction du bourrelet. 

32. Nous avons vu(§23)que, pour une mar^e statique de la 
premiere sorte, les equations duprobleme sont 



Ajoutant les Equations relatives a tous les parametres, on a 
c’est-a-dire 

8HoH-8 J (P— P»)?rf(r = o. 

Calculons SHo* Nous savons (§ 28) que 

les coefficients A« ^tant ceux du d^veloppement de en fonctions 
spb^riques. 
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On en d^duit 


8Ho= J J 

Mais 

8 f\'^d<s= l'^Stidc= J n"8?«f5, 

parce que les deux int^grales du second membre sont egales en 
vertu de la theorie du potentiel. 

Nous avons, par suite, 

8H„= J (n'' + ^08?ci5 = 4Tt2 

Occupons-nous maintenant de P — Pq. En se reportant au d6- 
veloppement du potentiel, on voit que pour le terme a longue 
p^riode consid^r^, de vitesse angulaire IXj, P — sera de Ja 
forme 

P — Po= R (3 cos* 6 — i) cosjX^, 

R ^tant une constante proportionnelle k 

Scos^S — I est, au facteur i prfes, le polynome de Legendre du 
second ordre; et, en remarquant que 

J (Scos^e — = 


nous pourrons poser 


3cos*0 — I : 




la fonction sph^rique X 2 r^pondant bien a la condition 


X*e^<j = i. 


Si nous posons maintenant 


nous aurons 


RcosjX^^ — = C, 


P- Po=GXj. 


sJ^(P — Po)Crfor= y’jCXj 8$ da. 


D’oii 
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En ajoutant a cette variation celle de Ho, nous avons alors pour 
la condition d’^quilibre 




Equation qui doit ^tre satisfaite pour toutes les valeurs possibles 
de SC. 

Dans le cas oCl la mer recouvre le globe entierement, SC n’est 
assujettl qu’a line seule condition, c’est que le volume total de la 
mer reste invariable; on doit done avoir 6galement 

da = 0 . 

Ces deux equations ne peuvent ^tre satisfaites en m^me temps 
que si I’on a 

^ ^ *+* GXg = const. j 

c’est-Si“dire, en remplagant U!' et C par leurs ddveloppements en 
fonctions sph^riques (§ 28), 

la constante du second membre etant prise ^gale a zero, parce 
qu’on pent toujours aj outer une constante a W . 

Or, les Art ne sont assujettis qu’a la condition d4n variabi- 
lity = 0 qui, ainsi que nousle savons d^ja, sereduita Aq = o. 

Tous les autres coefficients ^tant arbitraires, il en rysulte que 
quation pr^cydente est une identity. On en tire done A^ = o, sauf 
pour = 2 , et 


. f dTZ 47cD^ 


-hG = o, 


La variation de niveau due a la marye considyrye sera done 
^ = A X = GX 2 R(3cos®6 — i) cosiX^ 

* ^ _ iZ! ~ 4 *^^ 

3 5 ““"T 
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La surface troublee s’obtiendra en portant sur toutes les nor- 
males a la surface d’equilibre des longueurs proportionnelles 
a 3 cos- 9 — i : on obtiendra ainsi un ellipsoidede revolution, dont 
Faplatissement varie proportionriellement kcosiXl. La maree sera 
d’ailleurs nulle sur les deux parallMes de zt 35” environ, corres- 
pondant a 3 cos- 9 — i = o. 

Le probleme est dans ce cas completement resolu, meme en 
tenant compte de Fattraction da bourrelet. 

33. Influence des continents. — Dans le cas ou la mer ne re- 
couvre pas tout le globe, la presence des continents introduira de 
nouvelles liaisons, les A,i ne seront plus quelconques et F^quation 
a laquelle nous sommes parvenus ne sera plus une identite. 

Sur les continents, nous devrons avoir 

^ = o, par suite = o. 

Les variations S!^ sont done assujetties maintenant, non plus a 
une seule condition, mais encore a la condition Si^ = o sur toute 
la surface des continents. II en r^sulte que Fequation d’equi- 
libre 

J (n‘'+ + exa) 31; d<j = 0, 

OU Fint^grale est ^tendue a la surface des mers seulement, doit 
6tre une consequence de 



sur Fensemble du globe et de 

= 0 


sur la surface des continents. 

On doit done avoir encore 

n"-+- -H 0X2= const. 

d la surface des mers, et, a la surface des continents, 

C = o. 

Le calcul serait tr^s compliqud et xonduirait k des conclusions 
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fort complexes si I’on voulait tenir compte de Tattraction du bour- 
relet. Mais, si nous admettons qu’on puisse n^giiger U.\ on aura 


— CXgH- const., 

d’ou 

_ R cosiXg(3 cos^ 0 — i) K 

“T" “ 


K ^tant une constante. 

La nouvelle surface d’^quilibre sera encore un ellipsoi'de, 
puisque la maree ^ comprend encore un terme proportionnel 
aX^. 

L’introduction du terme constant revient a considerer, au lieu 
de la sphere entierement recouverte par les mers, une sphere de 
rayon l^gerement moindre, la difiC^rence repr^sentant le volume 
des continents au-dessus des eaux; et Fellipsoide limite par la 
surface troubl^e aura m^me volume que cette sphere r^duite, 
mais non pas que la sphere limitee par la surface d’^quilibre sup- 
pos^e prolongee sous les continents 4)- 


Fig. 4 . 



En effet, si nous consid^rons la surface d’equilibre et la surface 
deformee, ce sont les volumes k Yexterieur de$ continents qui 
doivent rester ^gaux ; mais les portions sous les continents 
n’entrent pas en ligne de compte et ne sont pas ^gales en g^n^ral. 

Comment calculerons-nous la constante K? De maniere que le 
volume total des mers reste invariable. La condition est 
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c’est-a-direj en rempJacanl ^ par sa valeur, 

RcosjXjf fS COS-0 — i)<^cr-f-K ^ dcr = o, 

Appelons il la surface totale des iners, 

f 


et posons 

Nous aurons alors 
et • 


J* (Scos^O — i)<Z!t = --EQ. 


K = RE coszX^ 

R (3 cos 20 — I -4- E) cosiX^ 
4^D 
3 


On voit que I’iii trod action du terme E change ia valeur des pa- 
rall^les pour lesquels la maree reste nulle. 

Pour calculer E, il suffirait de connaitre la distribution des con- 
tinents, la loi de profondeur des mers n’intervient pas. Or, la 
repartition des continents est parfaitemenl connue, saaf dans le 
voisinage da p6le antarctique. Le calciil a et6 fait dans deux hy- 
potheses, et Ton a trouv^ 

E = 0,00486 


dans le cas d’une mer libre, 

E = 0,01 5^.0 


dans le cas d’un continent. 

L’observation des marees a longue pdriode aiirait done permis 
th^oriquement de decider de Pexistence d’un continent antarc- 
lique, laquelle n’est plus doateuse actuellement; malheureuse- 
ment cette observation prdsente, en pratique, de tres grandes dif- 
ficult^s. 

34. Si Ton voulait tenir conipte a la fois des continents et de 
I’attraction du bourrelet sur iui-m^me, le probleme se poserait 
ainsi : il faudrait trouver une fonction qui satisfasse, k lhnt6- 
P. ^ m. 5 
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rieur de la sphere, a I’dquation de Laplace 

An"= o, 

et aux conditions aux limites suivantes : 

A. la surface des mers on devrait avoir 

-H ^ ^ -l— C X2 = const. , 


c’est-a-dire, puisque 


■ = 


dn" 

' dr 


-n", 


et qu’il est toujours perinis d’ajouter une constante a fl", 

+ — n"=GX,. • 

47r \ dr J 

De plus, a la surface des continents, on aurait 

s = o, 


c’est-a-dire 


dli” 

2 r h n =0. 

dr 


On parvient a resoudre le probl^me en introduisant certaines 
functions dont les propriel^s rappellent celles des functions sph^- 
riques, auxquelles elles se reduisent d’ailleui's dans le cas d’une 
mer recouvrant tout le globe, mais qui dependent de la forme des 
continents. [H. Poincare, Sur VequiUbre el le movement des 
mers (^Journal de Mathematiques pares et appUquees)J\ 
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ETUDE DES MAR^:ES A COURTE PERIODE OU MAREES DYNAMIQUES. 


3o. ll s’agit ici de trouver Jes composantes des oscillations con- 
traintes correspondani aux deux premiers termes du developpe- 
ment de P — Pq (§ ii9). Pour cela, il est necessaire de recourir aux 
equations de THydrodynamique. 

Soient dm P^lement de masse correspondant a I’t^ldment de vo- 
lume dx\ Udm^ Ydm^ ILdm les composantes de la force exte- 
rieure appliqude a cet element; p la pression. On a, dans le cas de 
I’equilibre, 

et, si la densitd de Peau de mer est prise pour unite, les equations 
de PHydrostatique s’ecrivent 

^ _ dp dp j __ dp 

dx dy dz 

Pour passer aux equations de PHydrodynamique, il suffit d’in- 
troduire la force d’inertie. 

Soient jKj ^ les coordonnees de la molecule dans sa position 
d’^quilibre; x + y 5 -h les coordonnees de cette m^me 
molecule d^rang^e; les composantes de sa vitesse. Nous 

savons qu^on pent donner aux Equations deux formes diffdrentes, 
celle d’Euler et celle de Lagrange. 

Si, comme Pa fait Lagrange, nous prenons comme variables les 
coordonnees initiales de la molecule et le temps c’est4-dire si 
nous consid^rons la moldcule dont les coordonnees initiales ^ 
sont actueliement devenues x Uf y z + composantes 

de Paccdleralion sont simplement 
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Si, au contraire, nous considerons avec Euler la molecule dont 
les coordonnees actuelLcs sont -3, la vitesse a 1 instant t con- 

sidere sera une fonction de Xj y^ z el t et la composante de 1 ac- 
celeration suivant Ox sera 


du' du! d^ dy^ ^ du^ dz^ 
^ lix ~di^ dy dt dz dt^ 


c’est-a-dire 


dt 


du! . du , 

-j—u'-h -T-P 

dcp dy 


du’ 

~dz' 


Mais, dans le cas des marees, il n’j a pas de pareille distinction 
a faire. Les deplacements ;/, w sont, en effet, toujoiirs tres 
petits ainsi que leurs derivees : I’accel^ration de la molecule dont 
les coordonnees actuelies sont x 4- y + ^’5 ^ celle de la 

molecule dont les coordonnees actuelies sont x^y^ ^ ne differeront 
que par des quantites du second ordre, toujours negligeables, et 

nous pourrons indiffereininent representer Tune on I’aulre par 
d^ u 

Alors, en tenant compte de la force d’inertie, la force tolale ap- 
pliquee a I’el^ment dm sera 



et les equations de I’Hjdrodynainique seront 

^ __ dp 

” dt- ~~ dx^ 

dr- ^ dy^ 

2 _ dp 

~~ dr dz' 


II faudra, en outre, leur adjoindre T^qiiation de continuity 



et les equations resultant des conditions aux limites : le d^place- 
ment w, c, tv ne peut avoir de composante normale le long de la 
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pai'oij et stir la surface libre on doit avoir 

p = const, 

36. En raison des difficultes que presente le probleme considers 
dans toute sa general! te, nous procederons par etapes successives 
en traitant une serie de cas de plus en plus compliques. 

Nous nous occuperons d’abord des oscillations d’lin liquide pe- 
sant dans un vase, en negligeant la courbure de la Terre, la force 
centrifuge composee et Fattraction du bourrelet sur lui-m^me. 

En second lieu, nous aborderons les oscillations d’un liquide 
recouvrant une sphere non tournante, e’est-a-dire que nous tien- 
drons compte de la courbure, mais nous negligerons encore la 
force centrifuge composee. 

Ensuite, nous etudierons les oscillations d’un liquide dans un 
vase tournant, e’est-a-dire que nous negligerons la courbure, mais 
en considerant cette fois la force centrifuge composee. 

Enfin, nous tiendrons compte de tous les elements du probleme 
en etudiant les oscillations d’un liquide pesant recouvrant tout on 
partie d’une sphere tournante; meme, dans certains cas, nous ver- 
rons quelle peat etre I’influence de I’attraction du bourrelet. 

37. Oscillations d’un liquide pesant dans un vase. — Nous avons 
trouve les equations fondamentales 

d^ii „ dp 

IF ” 

d '^p __ Y 

dF ^ 

IF 

w, tvetant les composantes du deplacement; X.dm, Yd/n^ Tudm 
celles de la force appliquee a I’ element c/m; p la pression; la den- 
site du liquide etant prise d’ailleurs pour unite. 

Nous supposerons la force X, Y, Z soumise a un potentiel V, 

Xdw \ dy ^ dV, 

Ce potentiel se compose ici du potentiel dd k la pesanteur et de 
celui des forces exterieures. La pesanteur n’est pas une force 
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troublante, c’est elle qui engendre Ho; on petit prendre son po- 
lentiel ^gal a gz en complant les ^ positifs vers le bas. 

Les forces exterieures se reduisent al’attraction des astres; cetle 
attraction est soumise a un potentiel P — Po qni, ainsi que nous 
le savons, depend du temps. Gonsid^rons iin des elements iso- 
chrones dll developpement de ce potentiel, etposons 


C est une fonction connue de z. 

Les equations du probleme s’eci-ivent alors 


d-u 

IF 

d-i} 

IF 


->■ 




-p\ 


d^w d - 
dt^ ■" dz 


Sous I’influence des forces exterieures, le liquide du vase pren- 
drades oscillations contraintes; par consequent, les composantes 
du ddplacement, qui jouent ici le m^me r6le que les para- 
metres q relatifs a un systeme de points discrets, seront propor- 
tionnelleS a Nous aurons done, qu’il s’agisse d’ailleurs d’oscil- 
lations propres on d’oscillations contraintes, 


d^u 


— 14, 


d'^v 

dV- 


=:lu 


dV" 


= a 2 W, 


et les equations deviendront 


\^u == 
X2p = 

X2 =? 


dx 

£_ 

dy 


(V— />), 


|(v-n 


etant essentiellement negatiF. 
Si maintenant nous posons 


X2<p V — 
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les equations du probleme prendront la forme simple 


II 


dx" 


iV 


___ ^(p 

“ dy’ 
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On voit que est iin potentiel analogue a un potentiel des vi- 
tesses : c’est une fonction de .r, y, multipli^e par le facteur 
qu’il nous arrivera parfois de sous-entendre dans ce qui suit. 
Quant a I’equation de continuity, elle s’ecrira 


= o, 


A designant, comme d’ordinaire, le laplacien de la fonction co. 
(p devra satisfaire a cette derniere Equation en tous les points a 
I’interieur du vase ; mais, en plus, ® devra satisfaire aux conditions 
aux limites. 

Quelles seront ces conditions? II nous faut distinguer entre les 
parois et la surface libre. 

En un point quelconque des parois, le deplacement doit ^tre 
tangent a la surface de la paroi; done 

aw -I- =0, 


a, y etant les cosiiius directeurs de la normale. Par suite, la 
fonction cp est assujettie sur la paroi solide a la condition 


a 


dx ‘ dy 



o, 


qui peut s’^crire encore 


d^ 

da 


= 0, 


en dysignant par dn le petit ylymentde la normale a la paroi dont 
les composantes suivant les axes sont respectivement dx^ dy^ dz. 

Sur la surface libre, la condition k remplir est que la pression p 
soit ygale k la pression atmospherique. Nous devrons done avoir 


— V =2 const. 
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Or, quelle est la valeur de V sur Ja surface libre? 

Suit Vo la valeur de V sur la surface d’equilibre, que nous pren- 
drons comme plan des xy^ Paxe des z etant dirige vers le has. On 
aura 

Vo = 


C ayant tine valeur conniie au point considere de la surface. 

En ce point, elevens une perpendiculaire a la surface d’^qui- 
Hbre jusqu’a sa rencontre avec la surface libre, et soit ^ la lon- 
gueur de cette perpendiculaire comptee positivement vers le bas ; 
nous aurons 


V = VoH- 


dSf 

dz 


V 


Or, nous poiirrons prendre simplement 

dW 


car le poteniiel des astres pent ^tre considere comme constant 
quand on passe de la surface d’equilibrea la surface libre. De plus, 

2^ est la composante normale du d^placement; c’estdonc 
Par suite, a la surface libre, 


Y = g 


dz 


C 


et la condition a cette surface sera 




car, o n’^tant d^finie que par ses deriv^es, la constante peut ^tre 
suppos^e nulle. 

Ainsi, la fonction o doit satisfaire aux conditions suivantes : 

I’’ A Fint^rieur du vase, on doit avoir 

A(p = o; 


Sur les parois solides 
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3 ® A. la surface libre 

S’il s’agit d’oscillations contraintes, X el C sent des donnees. 
S’il s’agit d’oscillations propres, A est uiie inconnue a determiner, 
mais C = o, et la derniere condition se reduit a 



38 . Cas oti la profondeur du vase est infiniment petite. — 
Nous avons le droit de faire cette hjpothese, parce que la profon- 
deur de la mer est tres petite par rapport a la longueur d’onde 
d’une ondulation de la niar<^e. En efFet, on peut admettre pour la 
mer uiie profondeur moyenne de 5 *^'", tandisqiie la longueur d’line 
onde maree est comparable aux dimensions m^mes des bassins 
oceaniques. 

De m^me que precedemment, nous n^giigeons encore la spberi- 
cite et la force centrifuge composee. Soit h la profondeur; s est 
egalement tr^s petit, et I’on peut di^velopper cp suivant les puis- 
sances croissantes de ^ : 


9 = 9o ■+" -+“ 92 -I- . . . , 

j ' etant des fonctions de x et de r, multipli^es par 
A quelles conditions devront satisfaire ces fonctions? 

A I’interieur, on devra avoir 

A9 = o. 

Tfr- ^ A9oH-^A9i-f-s-Acp2-H..., 

Acp = ‘Afi-i- . 3 (Acpi-H 693) -H. . 

les tennes negliges ^tant du second ordre. 

La condition A(p = o devant ^tre satisfaite pour 5 = o, on devra 
avoir entre fo I21 relation 


Or 


done 
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Au fond, nous aurons 


<^Cp d'Si 


dn 


dy 


a, Y etant les cosinus directeurs de la normale au fond, ou des 
quantiles proportionnelles a ces cosinus. Or, la surface du fond a 
pour equation 

5 =/(^j.r)5 


et les cosinus directeurs de la normale sont proportionnels 

^ et — i . La condition au fond s’^crit done 
dy 


^9 _ ^9 _i_ ^9 

dz ~~ dx dx ' dy dy 


Qu, plus siin piemen t, 
(ii) 


dh d^ 
dz ^ jLjl dx dx 


Main tenant 


d^-D 


en negligeant les termes en z-] ce qui donne au fond, pour z — h^ 
et en tenant compte de ce que 2^0 = — Aepo, 


Par consequent, 

( 3 ) 


g = ®,-AA?„. 


2. * ^ d/i do 

o.= AA<poH-2,5J^- 


Remarquons que, pour z = on a, en n^gligeant 
dx dx dx 

Par suite, dans nous po>urrons substituer ^ 

a condition toutefois de supposer que les deriv^es de h sont ^ga- 
lement tres petites. Sous cette reserve, la condition au fond nous 
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donne* entre fQ et cp^ la relation 




Reste la condition a la surface libre. On doit avoir (§37) 

^2 cp — ^ ^ — C — o, 

ce qui s’^crit ici, pour ^ = o, 

A2(po — ^<pi— 

OU, en tenant compte de (4), 

Nous pouvons maintenant supprimer sans ambiguity Pindice o, 
et nous voyons que le probleme se ram^ne a la determination d’une 
fonction f de a; et y qui, en tous les points de la surface libi'e, 
qui est une aire plane, doit satisfaire a P^quation (5) 




f etant proportionnel a on a, d^ailleurs, dans tous les cas, 


Pour les oscillations contraintes, Pequatioii du probleme sera 
done 


tlkii 


Pour les oscillations propres, cette equation sera 


(6 his) 




La fonction (f devra, en outre, satisfaire aux cojqiditions aux 
limitesde Paire plane. 

Si le vase se termine par des parois verticales, sur ces parois 
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les derivees de A sont infinies et, par suite, les equations (&) eta- 
blies dans I’hypothese ou ces derivees sonttres petites ne subsistent 
plus; mais la condition aux limites est tres simple, la normale a la 
paroi se trouve dansle plan m^me dela surface libre, et Ton devra 
avoir 

-=3- = o. 
dn 

Si, ail contraire, la paroi est inclinee, cette condition ne donne 
plus rien, car il faudrait introduire la deriv^e de cp par rapport a 5. 
La condition aux limites est alors que cp devra rester fini. A pre- 
miere vue, cette condition peut paraitre superfine, mais elle n’est 
cependant pas remplie d’elle-m^me. Supposons, en effet, que cp 
et h dependent de^ seulement; I’equation (6 bis) des oscillations 
propres se r^duit alors a 

Acd"-1- — ©. 

‘ ‘ g ^ 

Cette Equation differentielle lineaire du second ordre admet, 
par hypoth^se, une solution finie, mais elle en admet deux dis- 
tinctes, et la seconde peut ne pas ^tre finie. Soit ^ cette seconde 
solution, 

S 

Entre cp et c|; existe done la relation 

— vj;'*'cp) -h — 4*'?) = 

qui s’integre immediatement et donne 

— f tp) = C; 

d oil 

Or, <p est fini par hypothese ; sur le bord, h = o et, par conse- 
quent, la seconde solution est infinie et ne saurait convenir. 11 est 
done bien necessaire d’enoncerla condition. 

39. Cas ott la profondeur du vase est constante. — Les parois 

seront alors verticales, et la condition aux limites sera = o. 

^ dn 
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Supposons qu’il s’agisse d’ua vase rectangulaire, dont les parois 
laterales seront les plans {fig\ 5) 

^ = O, JK = O, 

et proposoiis-nous d’etudier les oscillations propres du liquide 
qii’il renferme, h etant constant, I’equation (6 bis) se reduit a 

X2 cp = gh A9. 


On pent y satisfaire en prenant 


C£> 


[XIZX 

cos cos 

a 


V7zy 

'~T~ 




p, et V etant des entiers. 


Fig. 0. 


y*b 

XsO 


y=« 


xsa 


Nous voyons d’abord que les conditions aux parois seront rem- 
plies; en ellet, contenant en facteur sin sera nul pour 

^* == o et ^ = a; de m^me, ^ s’annulera pour jk = o ely = b, 
D’autre part, on aura 

(S ~ 2 S • 


L’equation du probl^ine sera done satisfaite si I’on prend 



II suffira de donner a |ji et v toutes les valeurs entieres possibles 
et Ton obtiendra ainsi toutes celles de 1, qui sont purement inaa- 
ginaires. 

La fonctiom y correspondant k une des p<iriode$ d’oscillations 
propres etant ainsi connue, on obtiendrait facilement, d’aprfes les. 
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formules du paragraphe precedent, la fonction et, par suite, le 
deplacement vertical 



d’un point de la surface d’^quilibre. Le probleme est done comple- 
teinent resol u. 

II nous reste cependant a montrer qu’il ne comporte pas d’aulres 
solutions. Pour cela, decomposoris le plan en une serie de rec- 
tangles par des parallMes aux axes 

X = ixa, y = 


La fonction o n’est d^finie que dans le premier de ces rectangles. 
Nous la d^finirons dans tout le plan, par symetrie, en admettant 
que cp reprenne la m^me valeur en des points ^galement distants, 
de part et d’autre d’un c6te. Si Ton considere un des axes de sy- 
m^trie, des deux cdtes de cette conpure, la fonction reprend la 
m^me valeur; elle est done continue. II en sera de meme de ses 
derivees d’ordre pair; tandis qne ses derivees d’ordre impair, clian- 
geant de signe, ne seront pas continues, en general, sur les levres 
de la coupure : seules seront continues celles qui s’annuleront sur 
la coupure. C’estprecisementle casde la derivee premiere, puisque 

^ =z o sur les c6t^s du premier rectangle. 

La fonction o et ses derivees premieres et secondes sent done 
continues dans toutle plan. Nous pourrons, par suite, developper o, 
qui est essentiellement p^riodique, sous la forme 


"2 


, ULTza; v-irr 
A cos — — cos , 

a b 


et nous pourrons diflP^^rentier terme a terme deux fois, ce qui 
donne 

Si nous substituons ces valeurs dans Liquation 

X'Sep 

nous aurons 
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et cette expression doit 4tre identiqiiement nulle. II faut done que 
tons les coefficients soient nuls, e’est-a-dire que 


Par consequent, ou bien tous les A sont nuls, auquel cas est 
identiquement mil; ou bien est tel qu’il annule un des coeffi- 
cients 


+ =0. 


Alors le coefficient A correspondant est different de zero ; on 
pent le prendre egal a i, et tous les autres A sont nuls. Nous re- 
tombons ainsi sur la solution precedente. 

II n’y en a done pas d’autre. 


40 . Interpretation des r^sultats precedents. Ondes stationnaires 
par reflexion. — On peut donner des resultats qui viennent d’etre 
obtenus une interpretation facile. Nous avons trouve que I’equa- 
tion des oscillations propres d’un liquide contenu dans un vase 
rectangulaire etait 

d^o 


Si Ton suppose que cp ne depende pas de y, cette equation se 
reduira a 


dt^ ® dx'^ ’ 


C’est I’equation des cordes vibrantes. On sait qu’elle admet 
pour solution generale 

(p = F(^ — ar)-4-Fi(^-H aa?), 

en prenant a = • 

Le premier terme de cp represente une onde plane se propageant 
dans le sens des a: positifs avec la vitesse \/gh; le deuxieme terme 
represente une onde plane se propageant avec la m^me vitesse 
dans le sens des ^ negatifs. 

Considerons Tune quelconque de ces ondes, F par exemple, et 
supposons qn’elle re)?.cont;re la paroi verticale ^ 
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Sur cette paroi, nous devrons avoir ^ = O) c’est-i-dire 


Done 

et, par suite, 


F'(0— Fi(0 = o- 

F'= F'l 
F = Fi. 


Ceci monlre qu’il y a reflexion complete de 1 onde sur la parol 
verlicale et c[ue les deux termes de ® representent, 1 un 1 onde 
incidente, I’autre I’onde refl^chie. 

Chacune de ces ondes aura la periode 'c= ^ du lacteur et, 

commela viiesse de propagation est^, la longueur d’onde sera 

A = - = • L’expression de chaque onde sera done 

cosaitf- q: = cosiX(« q: aa;) 


et leur ensemble constituera, apres reflexion sur la paroi, une onde 
stationnaire 

= 2 costXaa? cosiXt. 


Imaginons maintenant dans le bassin rectangiilaire consid^re 
ail paragraphe 39 une onde de perturbation se dirigeant de Tori- 
gine vers la droite. Elle va heurter la paroi x = a, se reflechir en 
arriere, heurter x = Oj se reflechir de nouveau, et ainsi de suite. 
Toutes ces diverses orides vont interf^rer et se detruiront en ge- 
neral. Mais, si la longueur d’onde est convenable, elles pourront 
s’ajouter et donner naissance a une oscillation propre, analogue a 
oelle des tuyaux sonores ou d’une corde fixee a ses deux extr^mites. 

Cette oscillation propre ne pourra se produire que si la lon- 
gueur a du bassin est un multiple de la demi-longueur d’onde 
Nous devons done retrouver toutes les solutions pr^cedentes cor- 
respondant a v = o en choisissant X de telle sorte qu’on ait 


ik% ’ 


jjL etant un entier quelconque. II en ri^sulte Aa =; ^ et, par suite, 

fJLTCa? 

c& = COS-i 

' /y ^ 


e’est-a-dire, efTectiveriient, les sdlulions du paragraphe 39. 
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L’ interpretation des solutions correspondant a v ^ o peut se 
faire d’une maniere analogue, en considerant, non plus une onde 
normale a Faxe des mais une onde oblique. Nous t^cherons 
alors de satisfaire a Feq nation generate 


en prenant 




= gh 


o = F(^ OLX ^ Pj/), 


ee qui repr^sente une onde plane dont le plan a une direction 
quelconque. 

La substitution dans Fequation dilF^rentielle donne 
F"=^A(a2H- j32)F", 

d’ou la condition 






Imaginons inaintenant une rencontre avec la paroi x = o. Nous 
poserons, pour representer le syst^me des deux ondes, 

cp = F(^ — eta? — ^y) -hFi(^-+-aa7 — PjK)* 


La function doit avoir, en effet, tout le long de la paroi re- 
flechissante a? = o, le m^me argument t — que la fonction F. 

De plus, sur cette paroi, on doit avoir ^ = o; done 
F'(«-P^)~F;(^-pr) = o, 

ee qui entraine 

F = Fi. 

II y a done encore reflexion, et I’on retrouve bien les lois ordL 
naires de la reflexion, e’est-a-dire Fdgalit^ entre les angles des 
normales aux ondes et a la paroi. 

L’onde incidente primitive se rdflechira sur les quatre parois, 
et nous aurons qualre directions possibles de propagation, sym<§- 
triques deux k deux. Pour qu’il en resulte une oscillation propre, 
il faudra que la fonction © repr^sentant Fensemble de ces ondes soit 

U.TZX VTUV ^ 

COS - cos COSiAf, 
a o 


ayant ici la valeur 


V Fl 


P. — III. 


6 
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M. Cas oii la profondeur du vase est constante, mais finie. — 
Nous nous sommes places jusqu’ici dans Fhjpothese d une profoii- 
dear infiniment petite, ce qui se rapproclie sensiblement des condi- 
tions du problerne des inareesj mais on peut trailer tres facilement 
aussi le cas plus general d’ane profondeur finie. Soit /i cette pro- 
fondeur, supposee constante. An fond, c’est-a-dire pour 5 = A, 

nous devrons avoir ~ = o et, sur les parois lat^rales, ^ = 0 , 
Nous aliens montrer qu'on peut satisfaire aux conditions du 
probl^me en prenaiit 


Considerons d’abord Pequation Ao = 0 . 11 faiit que nous ayons 


done 


A» = 1 “+“ 'fi = o 5 


Acc>i A02 


Or, le premier terme de cette egalite ne depend que de x 
le second depend de seulement. 11 faul, par suite, qu’ils soient 
constants; d’oii la condition 

Api __ =_/<-2. 

?1 ?2 


qui nous fournit les deux relations 


(0 


A^j -j- = o, 

^-A-o,= o. 


et £p 2 devront satisfaire a oes conditions pour que F^quation de 
continuity soit satisfaite. 

Voyons main tenant ce qui se passe sur les parois lat^rales. 
Comme y=z: o, nous devrons avoir 


a 


0 , 


e’est-a-dire, puisque cco ne depend que de z. 
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d’ou 

( 2 ) 



= o. 


Ainsi, la fonction cp, doit satisfaire aux deux conditions siii- 
vantes : 

A<pi -h /rScpi = a I’inierieur, 

= o, sur le contour de la surface. 
an 


La fonction va se trouver assujeltie, a son toiir, par les con- 
ditions a la surface libre et au fond. 

Pour 5 = 0, nous devrons avoir, dans ie cas des oscillations 
propres. 


dz 


=°> 


ce qui donne ici, en supprimanl Ie facteur commim <pi, 

( 3 ) ^^= 0 - 


Enfin, pour 5 = A, nous aurons 



©2 doit satisfaire, en outre, a la seconde des (Equations (i), la- 
quelle admet pour integxale generale 

(5) cpo = 

On tire de Ik 

^ = xkeM— 
dz 

d’ofi, pour 5 = 0, 

;^ = (A— B)^ et ■P 8 =A-hB 

et, pour 

^ = AAeW._BAe-*A. 
dz 

Les deux conditions a la surface libre et au fond nous fournissent 
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done les relations 


d’ou I’on tire 
et 


= O, 


B = A^saa 


( 6 } 


g 


I — 

^ I 4. e^kh ‘ 


Si done on a choisi k de mani^re a satisfaire a la premiere des 
equations (i) qui definit on aura 

<p2 = A -h 62A-A Q-kz ^ 


et la relation (6) determinera Le probleme est, par suite, entie- 
rement r^solu. 

Dans le cas particulier d’un vase rectangulaire, traite au para- 
graphe 39 pour une profondeur infiniment petite, on pourra 
prendre 


tXTZCP VTZy 

CDi = cos — cos — ~ 9 

‘ a b 


k condition d’attribuer a k'- en vertu de (i) la valeur 





On voit que nous avons ici 


X2 



I _ gUh 


tandis que nous avions trouv^, dans le cas 
termes en A*, 


X® = 



ou Ton n^gligeait les 


Mais la premiere valeur se r^duit a la seconde si Ton suppose 
petit, car le facteur contenant des exponentielles devient alors 
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42. Vitesse de propagation d’lme onde plane dans un canal 
ind^fini — Nous avons vu au paragraphe 40 que, dans le cas d’une 
profondeur constante infiniment petite, la vitesse d’une onde 
plane qui se propage parallMement a Ox est ^gale a \/gh et ne d<^- 
pend, par suite, que de cette profondeur. 

Ce resultatne subsiste plus dans le cas d’une profondeur finie : 
la vitesse de propagation est alors fonction, a la fois, de la profon- 
deur et de la longueur d’onde. 

En effet, nous avons alors 

Acpi -4- = o, 

equation qui, en tenant compte de ce que A-cp,=:^^, sereduit, 
clans le cas ou cp, ne depend pas de y, a 

'dF 


[j’onde se propagera done avec une vitesse 





£ — 1 

k -4- 1 * 


Cette vitesse eSt bien fonction, non seulemenl de A, mais encore 
de A*, c’est-tH-dire de la longueur d’onde qui est ^gale Jci a 

Si h etait infiniment grand, la vitesse de propagation serait 
e’esL-a-dire proportionnelle a la racine carr^e de la longueur 
d’oiideA(t- = ^/|^y 

Si, au contraire, h est infiniment petit, on retrouve bien, en 
iK^gligeant les quantit<5s de I’ordre de A-, une vitesse egale a s/ghy 
independante de la longueur d’onde. C’est le cas des marges 
ainsi que nous I’avons ddja fait reinarquer. 

Sil’onde consider^e est oblique par rapport a Taxe Ox de notre 
canal ind^fini, ne sera plus independant de y, mais propor- 

tionnel a cos-^^? el nous aurons 
b 
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Par suite, 




V2-Tr2 / 


V^TT® 

'W 


) 


?1 


ou 


dt^ 


X2 



d.T^ 


Ce n’est pas autre chose que Pequation relative a la propagation 
de I’onde normale, dans laquelle on a remplac^ A*- par A- — 

Par suite, I’onde oblique consideree paraitra se propager dans 
le canal avec une vitesse egale a 



vitesse sup^rieure a celle de I’onde normale. 

On se rend compte aisement de cette difference. II faut consi- 
derer non seulement I’onde primitive, inais encore I’onde refl6chie : 
c’est pourquoi la longueur d’onde apparente de I’oscillation r^sul- 
tante sera ac, plus grande que la longueur d’onde normale ab. 


Fig. 5 bis. 



Si le canal, au lieu d’etre inddfini, constitue un bassinrectangu- 
laire de longueur a, ilne pourra naitre d’oscillations propres qu’au- 
tant que a sera un multiple de la demi-longueur d’onde apparente, 
c’est-a-dire qu’on devra avoir 



On retrouve bien ainsi la condition 
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43. Propagation dans un canal de profondeur discontinue. — 
Snpposons maintenant que le canal considere presente une varia- 
tion de profondeur, mais une variation disconlinue. Par exemple, 
pour X < o, nons aurons une profondeur A, pour ^ > o une pro- 
fondeur et pour = o la profondeur passera brusquement de A 
i. h! {fig. 6). 



XaO 


Pour nous rapprocher des conditions du problenie des marees, 
nous admettrons que ces profondeurs sont infiniment petites par 
rapport a la longueur d’onde. 

Considerons dans le premier bief x c^o une onde incidente nor- 
male se propageant dans le sens des x positifs. A sa rencontre 
avec le seuil x= o, cette onde eprouvera une reflexion partielle; 
de sorte que le mouvement dans le premier bief dependra d’une 
fonction 

= F(« — y.x) H- Fj(/ -h aarj, 

expression dans laquelle on a a = 

Dans le deuxieme bief ^ > o, se propagera une seule onde re- 
fract^e, et nous aurons 

^ = F.2(^ — yJ X) 

I I 

avec X = “==• 

\/gh' ^ 

Quelles relations aurons-nous entre les fonctions F, et F^? 
D’abord, pour ^=:=: o, ^ doit ^tre continu; done 

F-hFi= F 2 . 

En second lieu ^ n’est pas continu, mais A^ reste continu. 

En effet, en nous reportant aux notations du paragrapbe 38, 
nous voyons que la sur^levation ^ est ^gale i en n^gligeant les' 
termes de Tordre de A-; et, d’apres la formule (4), 

-2s(*S)- . 
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Icij la fonctioa y ne dependant pas de nous aurons simple- 


ment 






Si done /i^ etait discontinu, serait infini, ce qui est impos- 
cLx 

sible. 

Exprimons done que, pour = o, la valeur de est lam^me 
des deux c6t6s du seuil; nous oLtiendrons la relation 
a/z F'(^) — a/iFj (^) = a'/i' F 2 ( 0) 

d’ou Ton tire, en integrant, 

a/i(F — Fi) = a7?T2. 

Cette relation, combinee avec 

F I = F 2 j 

nous d^terminera et F 2 , connaissant F. On a, d’ailleurs, 

4 

a/i ""V T 

Si done <C, A, on aura F 2 > F. 


4f4. Voyons inaintenant ee qui se passe dans le cas d’une onde 
oblique. Nous aurons, pour ^ o, 

= F(j{ — aa: — py) -+- Fj aa; — py ) 
avec la condition (§ 40) 

ai-+-j3s=— . 

S-h 

Pour x>o, nous aurons seuleinenl I’onde refraclee 
o = F2(' t — a'x — p^), 

la valeur de p devant rester la inline, car autreinent il n’y aurait 
pas raccordement pour ^ = o; de plus, 


gh 

Ecrivons que, pour a; = o, reste continu; il vient 


F(«-13r) + Fi(<-Pr)=Fs(«-|37), 
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c’est-a-dire 


F + Fi = Fg 


uomme pr^cedeinnient. 

do 

Je dis que reste encore continu. En eflet, 


(h^) : 

= 4-\ 


1 H r- 



dx ' 

\ / 

dy 

\ dyj 


Si done ne restait pas continu, il faudrait, ou bien que 

do 

devienne infini, ce qui est impossible, ou bien que c’est-a-dire 

r, devienne infini, ce qui est impossible egaleraent. Nous retrouve- 
rons alors, en exprimant cette continuit(§, la inline equation que 
tout a riieure, ou I’argument t sera rempJac^ par t — Finale- 
ment, nous aui'ons encore les deux equations 

F H- Fi = Fs, 
a/i(F — F,) = 7/A'F.), 

d'ou I’on tirera F< et Fo. 

Ce sont les m^mes equations que pour I’onde normale; seule- 
ment, le rapport n’est plus egal a 

Fic. 7. 




h' x'sb" 

y^o 

XsO 

iS. Oscillations propres d'un bassin rectangulaire partag^ en 
deux biefs oti la profondeur reste constante. — Imaginons que le 
canal indtfmi que nous venons de consid^rer soil limits par deux 
parois verticales ^ = — A, iu = -q- A', le seuil restant x = o. Dans 
le bief de gauche, nous avons la profondeur constante A; dans le 
bief de droite, la profondeur constante A' : A et h' sont supposes 
infiniment petits. 


x = b 
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Gherchons quelles seront les oscillatioas propres de ce bassin. 
II faut trouver ime fonction cp de ^ et y satisfaisant a la con- 
dition 

X'-^cp = Acp. 



Les conditions aux limites sont satisfaites sur y =: o et sur y — c, 

//m 

Elies le sont ^galementsur x = — b, puisque alors ^ = o. 

On voit alors que cp satisfera a Liquation difFerentielle, a con- 
dition de prendre 


Dans le deuxieme bief, posons de m^me 

o = A! cosiXa^(a7 — b'). 

Les conditions aux limiles sont satisfaites 6galement, et I’equa- 
tion differeniielle le sera si 



Maintenant, ^crivonsque la fonction cp est continue, c’est-^-dire 
qu’elle prend la m^me valeur de part et d’autre de a? = o. On aura 

A costXa6 = h! cos^Xa'6^ 

De plus, ainsi que nous I’avons d^ja montre (§ 43), doit 
^tre continu, done avoir la m^me valeur sur les deux levres de la 
coupure; par suite, 

AaA i\<xb = — k!a' h’ s\ni'k%'b\ 


Divisant membre k membre ces deux dernieres ^quations^ on 
obtient 

(xh tangtXa^ -h h' tangjXa*^'=: o. 
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Telle est I’equation qui nous donnerales diS^rentes valeurs de \ 
definissant les p^riodes des oscillations propres. 

Nous voyons d’abord que, si h = h', nous retrouvons bien les 
valeurs correspondant au cas d’un bassin rectangulaire de profon- 
deur constante. En effet, comme alors a = a^, P^quation en \ se 
r^duit a 

tangjXoc^ -h tang 2 Xa 6'= o, 

d’ou Ton tire 

l\oL(b -4- b') = |jL7t, 

pi etant un entier. En posant 6 -j- == a, on retrouve bien la 
condition 


Si, au contraire, nous supposons < h, oJ et a seront difP^rents, 
et nous aurons 


done 

el, par suite, 



exf h' a A 


I tangjXa^ | < | tangjXa'A^ |. 


Les arguments AaA et i\aL’b' sont r^els; les cosinus decroissent 
en valeur absolue lorsque les tangentes croissent : done 

I costXaA I > I cosjXa'6' ). 

H en r^sulte que 

M> A. 


TJ amplitude de la maree sera done plus grande dans le bief 
de profondeur moindre ; e’est la un resultat qui trouvera son 
application dans un grand nombre d’exemples concrets. 


46. Le probleme admet encore d’autres solutions, plus g^ne- 
rales que celles que nous venons d’^tudier. 

Posons, pour ^ < o, 

cp = A cos cos zXa (oy-h 6), 
c 


^ = A'eX^ cos cos ikd{x — U), 


et, pour ^ > 0, 



92 


PREMIKRK PARTI E. — CHAPITRE IV. 


Nous aurons alors 

S 



dj-l - ci 

Pour qiie Tequation. differentielle soil satisfaite, on devra avoir, 
dans le premier bief, 


a 2 a2— 


c2 


et, de meme, dans le second bief, 


X2a'^- 




On voit tout de suite que les conditions aiix liinites sont encore 
satisfaites. 

Quant aux conditions de continuite de et de h ^ pour ^ = o, 
elles resteront exacteinent les m^mes; seulement, ne sera plus 

/’ja 

egal * Dans Fequation en A 

Xa/i tang jXaZ> -+■ Aol' h' tangiXa7/= o, 


on remplacera respectiveinent )va et Aa' par 


"7^ 


et 


et Pon obtiendra ainsi une equation ou v sera im 
entier qiielconque, laquelle foiirnira les valeurs de A. 


47. Expression des conditions aux liinites lorsque la prof on- 
dexu: ne reste pas constants. — Dans tous les exemples que nous 
avons trailes jusqu’ici, nous avons suppose que la profondeur 
restait constante, ou du inoins qu’elle n’eprouvait que des varia- 
tions brusques ; de telle sorte que les parois des bassins restaient 
tOLijours verticales. 

Si la profondeur h est variable, tout en restant inliniment petite, 
Tequation differentielle a laquelle doit satisfaire la fonction <0 dans 
le cas des oscillations propres sera (§ 38) 



Mais, si h s’annule au bord, la condition aux limites ne pourra 
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plus etre ^ = o, comme dans le cas d’une paroi verticale, puisque 

A dn 

la normale k la paroi ne se trouvera plus dans le plan des ooy et 
que cp ne depend pas de z. 

Nous avons montre alors que la condition aux limites etait que 
devait resterfini, et qu’il etait n^cessaire d’enoncer cette condition, 
puisque la solution g^nerale etait alors infinie. 

Si la paroi, sans ^tre absolument verticale, ofFre neanmoins une 
pente tres accusee sur les bords, dans la partie voisine du bord 

sera tres grand par rapport au second membre de 

Tequation differentielle. Nous poiirrons alors ecrire sensibleinent, 
dans le cas simple ou A et (p ne dependent que de 


d’ou 




c. 


La constante sera d’ailleurs nulle, puisque h est nul au bord. 

II en r^sulte que nous aurons, dans lout I’intervalle ou la va- 
riation de h est rapide. 


Cette egalite aura lieu aussi sur le bord m4me, et, par suite, la 
condition aux limites se ramtoera a 



tout comme si nous avions une paroi verticale. 

Voyons maintenant ce qui se passe au bord dans le cas general. 
Ecrivons pour cela, sous sa forme d^velopp^e, Liquation diff^- 
rentielle k laquelle doit satisfaire la fonction <p : 

, dh f/9 dh c?cp X®cp 

* dx dx dy dy g 

Considerons un point situd sur le bord,.menons la normale au 
bord en ce point el prenons-la pour axe des x. 

Nous aurons, au point consid^rd, 

dh 
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done 
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dh __ X’^cp 
dx dx g 

ce qu’on pent ecrire 

dh dv> _ X^cp 
dti da g 

Nous avons, sous cette forme, une relation independante du 

choix des axes, et qui devra exister en tons les points du Lord. 

Kile s’applique egalement au cas d’une paroi verlicale, car alors 

^ est infini, et Ton retroiive bien la condition 
dn ’ 

<icp 

^ == o. 

da 

Nous allons traiter un exemplc de profondeur variable. 


48 . Oscillations d’un liquide contenu dans un vase ayant la 
forme d’un parabololde de revolution. — Nous aurons dans ce cas 

h = $(i — rrs — j/2), 


£ etant une constante que nous supposerons encore tres petite. 
L’equation du probleme est 


h Ac9 • 


dx dx 


X-cp 

T" ’ 


Transformons cette equation en prenant des coordonnees po~ 
laires : 

^ = p cosa>, 

7 = psino), 

/. = e(i-p 2). 

Nous aurons alors 



I 

p 


\ dh dh d^ 
idx dx ~~ dp 


I c?2cp 

1 dh d^ 

p’^ diSi dtxi 


En 


substituant, et tenant 


compte de ce que 




o, il vient 
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Supposons que la fonction f soil developpee en xme serie de 
Fourier, 

^ sir 


mti), 


m ^tanl un enlier et une fonction de p seal. 

On pourra considerer separement chaqiie terme et nous aurons 
alors 

L rn 


En substituant dans I’^quation, nous ob tenons 


(I- 




2pf' = 



equation differentielle du second ordre. 

Nous devrons adopter une solution qui demeure finie aux bords, 
c’est-a-dire pour p = it i et aussi a Pinterieur, en particulier 
pour p = o. 

Ces trois valeurs particulieres sont les seules pour lesquelles la 
fonction © pourrait presenter des singularites, puisque ce sont les 
points singuliers de F^quation difl‘i6rentielle. 

La theorie de Fuchs nous apprend que pour ces trois valeurs 
une des deux integrales reste holomorphe, Fautre devenant infinie 
parce qu’elle contient un logarithme dans son developpement. 
Notre fonction © devant rester finie, nous devons choisir X de telle 
sorte que ce soit la m^me solution qui reste holomorphe en ces 
trois points ; ©, restant alors holomorphe pour les trois points 
singuliers p = o et p = dz i , restera holomorphe dans toutle plan : 
ce sera done une fonction entiere. 

Voyons comment elle se comporte a Finfini. On sait, d’apres la 
m^me theorie, que les deux solutions sont alors developpables 
suivant les puissances decroissantes de p 


Pour p Ires grand, se comporte done comme p®^; une transcen- 
dante entiere, qui se comporte a Finfini comme p“, ne pent dtre 
qu’un polynome enlier et a ne peut dtre qu’un n ombre entier 
positif. Par suite, la solution qui convient ne peut Stre qu’un 
polynome entier. 
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Cherchons done a satisfaire a I’dquation par un polynome enlier 
En. substituant dans I’^qualion differentielle, nous aurons 

(i-pS)2 A,p?-»[?(5r- 

ou 

2 A,p?-S(y2- m2 ) -2 A, pn?®- =2 Jl) ' 

Egalant les coefficients de p^"- dans les deux membres, nous 
obtenons la relation de recurrence 

== "^^'2 — ’"0 — 

qui nous permettra de calculer quand on connaitra ou 

inversement. Seulement, il est necessaire qifon puisse s’arr^ter. 

Supposons que le poljnome se termlne par un terme de degre /7i 
et que le terme le plus 61eve soit de degr^ n, II faut alors que 
notre formula de recurrence ne nous donne pas de terme A^^oj 
q dtant egal a /n ; et e’est effectivement ce qui arrive, puisque le 
premier membre est alors nub 

De plus, il faut, si Ton prend q — 2 = /z, que nous n’ayons pas 
de terme Aq ; ce qui exige que Ton ait 

= n(n -h 2 ) — 

Cette relation nous determinera les periodes des oscillations 
propres du systeme. m et n sont deux eniiers quelconques, et 
Ton a 


4-9. Liignes cotidales. — Repr^senlons par la sur^levation de 
la mer au-dessus de sa position d’equilibre : ^ est la valeur de 

pour z = 

D’apr^s ce qui precede, qu’il s’agisse d’oscillations contraintes 
ou d’ oscillations pfoprea, ^ se pr6sentera sous la forme 
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f{cc^y) peut Hre une quantile complexe el X est puremenL ima~ 
ginaire. Nous aurons done, en somme, une solution imaginaire 
dont il faudra prendre la partie reelle pour passer aux appli- 
cations. 

Si nous considerons cette solution iraaginaire, X definit la 
periode de la solution reelle correspondante, le module du coeffi- 
cient f en definit Pamplitiide, et son argument la phase. 

Une ligne cotidale est le lieu des points ou la maree se produit 
a une heure d^terminee : e’est done une ligne d’egal argument du 
coefficient/ 

Remarquons que, s’il existe un point ou la maree est nulle, 
toutes l6s lignes cotidales se croiseront en ce point. 


Fig. 8. 



En ce qui concerne le probleme des oscillations dhm liquide 
renferm^ dans un vase non tournant, si nous c6nsid6rons d’abord 
les oscillations propres, nous savons que, dans le cas parliculier de 
r^quilibre absolu (§8), le coefficient de estr^el. Son argument 
ne peut done dtre que o ou tc. II en r^sulte que le bassin va se 
trouver divis^ en un certain noinbre de regions par des lignes siir 


Fig- 9- 



lesquelles la mar^e est constamment nulle ; ce sont des lignes 
nodales^ et, dans les regions qu’elles separent, la phase est alter- 
nativeinent o et 7t. 


P- — m. 
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II n’en est plus de meme lorsqu’on tient compte de la force 
centrifuge composee. 

Ainsi done, pour les oscillations propres et dans le cas de 1 e- 
quiiibre absolu, nous aurons des lignes nodales et pas de lignes 
cotidales. 

Cependant, il esi un cas particulier ou il existe des lignes coti- 
dales pour les oscillations propres : e’est celui ou Tequation eii \ 
a des racines multiples. Considerons, comme au paragraphe 39, 
un bassin rectangulaire de profondeur constante. En general, 1 equa- 
tion en A n’a pas de racines multiples ; mais, si le bassin se I'^duit 
a un carre, elle aura une raciiie double. 

En effet, nous avons une oscillation propre correspondant a 

fjL = I , V = o, d’ou 1 = f s/^ ^ et dans laquelle 

TC.r* 

L ^ COS 

^ a 

Une autre oscillation propre correspond a p, = o, v= i, d'oii 
A = j \/^i ^ et donne 

t nsJ COS • 

» ^ 0 

Les deux valeurs de \ deviennent egales dans le cas du carrd. 

On pent alors combiner les deux solutions, piiisque leurs pe- 
riodes sont les m^mes, et ecrire 

^ cos ^ -h B cos 

A et B etant des coefficients quelconques. 

Ghoisisso'ns A reel etB imaginaire, B = L’argumenl co de 
donne alors par 

B^cosZ^ 

a 

tanffo) = j 

. t:x 
A cos — 
a 

et nous aurons des lignes cotidales dont Liquation sera 

B'eos!^ 

a 

. TZSC 

A COS — 
a 


= const. 
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Nous pourrons neanmoins conserver notre conclusion en tenant 
compte de ce que nous avons rdservd la qualification d’oscillations 
propres havmoniques a certaines oscillations particulieres, aux 
seules pour lesquelles on ait A = o on B' = o (§ 20). 

Pour ces oscillations propres harmoniques au sens restreint du 
mot, le theoreme resle vrai : nous avons, dans le cas de I’equilibre 
absolu, des lignes nodales et pas de lignes cotidales. 

Pour les oscillations contraintes, au contraire, il y aura gendra- 
lement des lignes cotidales. 

Mais que se passera-t-il dans le cas de la resonance ? 

L’oscillation contrainte pent se decomposer en coniposantes 
barmoniques dont I'une, par le fait de la resonance, 1 emporte 
sur toutes les autres : I’oscillation contrainte diffdrera done eitrd- 
mement peu d’une oscillation propre. Ceci revient a dire que le 
coefficient/(^,y) ne sera pas entierement rdel, mais que sa partie 
imaginaire sera trds petite. Notts aurons done des lignes cotidales 


Fig. 10. 



tres serrees dans le voisinage des lignes nodales de Foscillation 
propre correspondante ; tandis que, dans les plages comprises entre 
ces lignes nodales, la phase variera tres lentement. 

t 

SO. Similitude au point de vue des oscillations. — Imaginons 
deux bassins tels que Ton puisse passer deTun a Fautre en aug- 
mentant les dimensions horizontales dans le rapport k et les 
■dimensions verticales dans le rapport 

Les periodes des oscillations propres de ces bassins seront les 
m^mes. 

En effet, on a 

g Jmd. dx \ dxj 

Si done on change x et y en kx et Ay, dx en kdx^ h en A:- A, 
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comme on aura 

dh ^ dh _ a?cp _ d^^ 

dx ^ di^kxY dx ~ d{kx)^ dx^ ' d{kx)~^ 

rien ne sera change dans Fequation qui determine A. 

On voit en quoi consisle la similitude dans iin probleme de 
ce genre. 


ol. Maries des bassins peu ^tendus. Seiches des lacs. — L’e- 
quation developpee 




^ d(D dh 
— i- = A Acd -F > -r“ j 

g ‘ dx dx 


qui determine A dans le cas d’une profondeur h infiniment petite, 
montre que est de Tordre de A. II resulte done de la notion de 
similitude qu’un bassin de peu d’etendue ne poiirra avoir que des 
oscillations insignifiantes, de perioSe extr^mement courte. Pour 
que la periode soil longue, il faudrait que les dimensions verti- 
cales fussent infiniment petites du second ordre. 

En particulier, les lacs auront done des periodes d'oscillations 
tres courtes. 

Comme les lacs sont peu ^tendus, le potentiel des astres varie 
peu d’un point a Fautre et leur action ne produira que des oscil- 
lations insignifiantes ; il n’y aura qu’une maree statique. Mais, si 
le lac est derange de sa position d’^quilibre par une cause mdleo- 
rologique, il executera des oscillations propres : ce sont ces oscil- 
lations que Fon appelle des seiches. Comme il est permis ici de 
n^gligerla sphe^ricit^ et la force centrifuge compos^e, ces seiches 
correspondent bien aux solutions du probleme que nous venons 
de trailer. 



INFLUENCE DE LA COURBURK. 


lOI 


CHAPITRE V. 

INFLUENCE DK LA COURBURE. — OSCILLATIONS D’UN LIQUIDE 
RECOUVRANT UNE SPHERE ATTIRANTE, NON-TOURNANTE. 


S2. Nous allons supposer maintenant que le bassin coiitenant 
le liquide soil assez grand pour que la surface libre d’equilibre ne 
puisse plus ^tre regardee comme plane, mais doive ^tre consider^e 
comine spheriqiie. 

Nous supposerons toujours qu’il n’y a pas de rotation, done pas 
de force de Coriolis. 

Nous prendrons le rayon de la sphere comme unite ; soient 6 la 
colatitiide el tj; la longitude. Consid^rons, nonseulement les points 
de la sphere, mais aiissi leur representation sur une Carle plane, et 
soient y les coordonnees rectangulaires sur cette Carte du 
point 9, di. 

Nous supposerons qu’il s’agisse d’une representation conforme, 
e’est-a-dire conservant les angles ; notre Carte sera, par exemple, 
une projection stereographique ou une projection de Mercator. 
Par suite, une figui'e infiniment petite de la sphere sera representee 
par une figure infiniment petite semblable rsoit k le rapport de 
similitude. 

En partant de cette representation conforme, nous pourrions en 
deduire une infinite d’autres. Si, par exemple, 5 -f- ir\ est une 
function analytique de X-+- iy^ toute figure infiniment petite dans 
le plan xy sera semblable a la figure correspondante infiniment 
petite dans le plan ; et le rapport de similitude sera multiplie 
par la valeur absolue de la derivee/', il deviendra k \f^ [. 

A^insi, dans le cas ou I’on prendrait 

/*= log(a7-+- fjr), 

on aurait 

| = logp, Tri = u>, 

p, (t> 4tant Id^ cbordohheeis polaires du point ' 
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83. ^I<j[uatioii de continuity. — Representons sur Ja sphere iiiie 
courbe fermye quelconqxie C et soil ds un Element de cette 
coiirbe ; appelons dc nn element quelconque de la portion de la 
surface spherique limitee par C. Considyrons le c6ne ayant pour 
sommet le centre de la sphere el pour directrice la courbe C. 
En vertu de la maree, le volume du liquide renferme dans Finty- 
rieur de ce cone ^prouvera ime variation, et nous poiivons expri- 
mer cette variation de deux manieres difterentes. 

D’abord, Paugmentation de volume sera repr^sentee par la 
quantile de liquide qui, par suite du deplacement, a penytrd a 
travers la surface laterale. Si iv sent les composantes du 

d^placement, nous avons \u (§ 37) que ces quantiles sent res- 
pectivement egales aux d^riv^es partielles d’une fonction cp 
telle qne 

A chaque Element ds de C correspond, sur la surface laterale 
du c6ne, un petit rectangle de hauteur h tres petite, puisque, 
comme nous Tavons deja explique, nous pouvons faire cette hypo- 
these sur la profondeur des iners. La surface de ce rectangle sera 
hds et il faudra la multiplier par la composante normale du depla- 
cement pour oLtenir la quantile de liquide pdnytrant dans Pinty- 
rieur du|c6nepar cet yiyinent de la surface laterale. Si dn est Pele- 

men! de normale, la composante normale du d^placement sera 

et le volume d’eau entrant dans Pintyrieur du cone par suite de la 
mar^e aura pour premiere expression 

Pintygrale ytant ytendue a toute la courbe C. 

Pour obtenir une seconde expression de cette m^me quantity^ 
dycomposons le volume intercepty dans la masse liquide par le 
c6ne de directrice C, en prenant chaque yjyment de la surface 
limitye par C et le c6ne infiniment dyiiy ayant le centre de la 
sphere pour sommet et le contour de d(j pour directrice. Ce c6iie 
decoupera dans la masse liquide un tronc de c6ne eiymentaire assi- 
milable a un cylindre. Dans la position d^yquilibre, le volume de 
ce petit cylindre es^ hd ^ ; qqau4, la surface de la mer se dyplace^ 
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les z ^tant comptes positiveinent vers le has, la profondeur devient 
h — le volume du cylindre {h — !^) dz. L’augmentation Lotale 
du volume d’eaii, en verLii de la maree, est done 

I’intdgrale etant etendue a tons les elements dd de la surface sphe- 
rique limit^e par la courbe C. 

En (^galant les deux expressions trouv^es, nous avons done 
Tequation 

(I) Jh^dB=-Ju^. 

54. Considerons maintenant la representation conforme de 
C sur la Carte : ce sera une courbe plane C'. A I’eiement ds 
correspondra ds ^ ; a dn^ dn ^ ; et a I’el^ment de surface 
k etant le rapport de similitude, nous aurons 

ds' = k ds^ 
dn' = kdn^ 
d(j' = k^ d<s. 


L’equation (i) deviendra 



Or, les cosinus directeurs de Pelement dni sont — ^ 
done 

<^cp ^ d^ dy d^ dw 
dn' ”” dx ds' dy ds' 


En substituant cette valeur dans i’dquation ( 2 ), nous obtenons 
alors 





Nous avons dans le premier membre une int^grale de ligne ; 
nous pouvons la transformer en int^grale de surface d’apres la 
foripule de JUema^n 





I ‘ ' 
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io4 

Ici 


M 


dy 


el 




notre equation devientdonc 

Cette egalit^ doit avoir lieu, quelle que soit la surface consi- 
deree sur la sphere ; il faut done que Fon ait 



Dans le cas ou nous n^gligions la sphericite, et toujours avec la 
inline hypothese d’une profondeur infiniment petite, nous avions 
trouv^ (§ 38) 

dx dx 


Nous obtenons done ici, par Finterinediaire d’une representation 
conforme, une formule absolument seinblable ; elle n’eh differe 
que par la presence du facteur qui n’est pas constant, mais est 
fonction de x ety. 


oS. Le m^me calcul peut se faire sur la formule (i) en 
conseryant les coordonn^es sph^riques, et sans avoir ^gard a la 

representation conforme. II s’agit d’^valuer 

Si nous considerons un element d’arc de paraliele, nous avons 

d% = 0 , ds ^ d'^ sin 0 
et 

ci^cp 

dn dB 


S’il s’agit d’un element d’arc de meridien, 


et 


d^ = 0 , ds ^ dB 

^ _ d^ 

dn sin 6 d^ * 


Maintenant, si nous supposons un arc de direction queleonque, 
on pourra toujouj^fe reiinj^acer p^r un triangle rectangle infiniment 
petit dont il^ sera l^hypnt^uspljLa quanwe de Bqutde qui entre k 
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travers cet element devra ^tre egale a la somme des quantiles qui 
sortent par les deux cotes de Tangle droit. En effet, les flux sont 
du second ordre, puisque A et ds sont du premier; si done la 

Fig. 11. 



compensation ne se faisait pas, aux terines du troisi^me ordre 
pres, il faudrait que fut infini. En expriinant Tegalite des flux, 
nous obtenons la relation 


, do 
ds-^ = 
dn 


sino aty 




L’^quation (i) devient alors, en remarquant que T^Iement de 
surface compris entre deux paralleles et deux m^ridiens infini- 
mentvoisins esi egal a sin6 d% 

Si nous transformons, comme tout a Theure, Tintegrale du pre- 
mier membre en une inlegrale de surface, nous obtiendrons une 
dgalit^ qui devra subsister quel que soit le domaine limits sur la 
sphere et d'ou resultera T^quation de continuite 

On voit que cette Equation a une forme molns simple que Tequa- 
tion (3) ^tablie par rapport aux coordonn^es sur la Carle. 


56. Si nous remplagons, dans (3) ou (4), ^ par sa valeur en fonc- 
tion deepetdu potentiel, nous obtiendrons Fequation diff^rentielle 
k laquelle doit satisfaire cp. L’expression de ^ nous est ^ournie p^r 
la condition k la surface libre 

' f .. J , X*'P-V=FO, , . < 1 ,1 , ■ 

les pFeSsioiks k parlir de la presbidii ’ ' 
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Le potentiel V comprend deux parties : 

1 ° Le potentiel dti aux forces int^rieures, celui qui donne nais- 
sance au terme Ho, et qui, a une constanle pres, est ^gal a 

^tant le potentiel du a Pattraction du bourrelet et la denivella- 
tion ^ de la surface d’eijuillbre ^tant comptee positivement vers 
le bas ; 

2 ® Le potentiel dti aux forces exterieures, action de Ja Lune ou 
du Soleil, que nous pouvons supposer decompose en elements 
isochrones, de fa^on que chaque terme se presente sous la 
forme C etantune function donn^e des coordonnees G et 
done aiissi de x ety. 

Nous avons done, abstraction faite de la valeur constante du 
potentiel dti a la pesanteur sur la surface d’equilibre non trouble, 

et la condition a la surface libre nous donne 


(5) 


^ _ rr __ 

g g g ' 


Alors Pequation gen^rale a laquelle doit satisfaire la fonction cp sur 
la surface s’^crit 


{Zbis) 


jLadx\ dxj g g g 


cp une fois determine, F^quation (5) nous donnera la hauteur ^ de 
la mar^e. 

Si nous n^gligeons Pattraction du bourrelet sur lui-meme, nous 
supprimerons W, Si alors il s’agit simplement de determiner les 
oscillations propres, nous supprimerons egalement le dernier 
terme, et Pequation du probleme se reduira k 



Elle ne difffere de Pequation (6 bis) du paragraphe 38 que par 
Pintroduction du facteur fonction de ^ ety. 

Si nous voulions tenir compte de Pattraction du bourrelet, void 
comxaeB^t:ii,(?onvij3ndrait d/opdrer. Supposons qu’onait developpeC 
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en fonctions sph^riques 

c =2 


nous anrons alors (§28) 
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D’un autre 0616 , supposons d^veloppe en fonctions sphe- 
riques sous la forme Mais remarquons ici que, dans le 

developpement du potentiel P — Pq du a la Lune ou au Soleil, ne 
figurent que des fonctions sph^riques du second ordre : les coeffi- 
cients cun seront done tous nuls, a I’exception de ceux des cinq 
fonctions sph^riques du second ordre, 

Le terme en 11" ^tant toujours petit, on commencera par le n^- 
gliger; on aura alors une equation de m^me forme que celle qui a 
^t^ ^tudi^e et d’ou r^sultera pour 'C^ une premiere approximation. 
On en d^duira une premiere valeur approch^e de II" qui, sub- 
stitute, fournira une Equation de mtme forme encore. Cela suffira 
gtntralement, mais il arrive souvent qu’on ne puisse mtme pas 
pousser la solution jnsqu’^ la premiere approximation. 


57. Cas oil la profondeur est constante. — On pent alors rt- 
soudre completement le probleme. 

Gonsidtrons, parexemple, les coordonntes sur la sphere. L’equa- 

tion de continuitt s’ecrit, puisque ^ 



La fonction o, si I’on considere un point dans Pinterieur de la 
masse liquide, dtpend de r, 9 et A. Sur la surface, nous suppo- 
sons r = I ^ et nous avons alors 

^ ' n" 

dr'~g g 


pour le cas des oscillations propres. 

Si nous supposons la profondeur h constante, le premier 
membre de I'tquation de continuitt devient 

M ' < t t 


& h / ft 


dv) I d'^^\ 
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A sin 6 A© — r? 

\ * dr^ dr 


d 



dr 

V dr) 

' ^ sinO \ 


io8 

c’est-a-dire 

puisque 


Introduisons une fonction y de 9 et tj; seulement, d^finie par 
cette condition que, pour /• = r , on ait 


Sur la surface, nous pourrons remplacer cp par et T^quation 
du probleme s’^crira alors 

Asin0(Ax.-r2^ = ^!l.^sin6, 


c’est-a-dire 




puisque y^ iie depend pas de 7\ 

Cherchons a satisfaire k cette Equation en posant 

tp =: Xn 

^tant une fonction sph^rique d’ordre Aide 9 et de A. Pour r = t , 
nous aiirons 

D’apres les propri^t^s des functions spheriques, nous avons la 
relation 

Si, d’ailleurs, nous consid^rons le lerme d’ordre n dii d^velop- 
pement de C? nous avons 

et 

n”=-i2A2_x„=^ iL-i, 

2/Z H-I 2/1 -hi 


^ 2 /I -H I ’ ® 


d’ou la relation 
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On a done I’equation 


h^X = 


X2cp 


47 r 


•A 7H- I 


Comme d’ailleurSj sur la surface, 

Ax=—n(/i-hi)o, 

il vient finalement 

= + h, 

relation qui foiirnira les periodes des oscillations propres. 
Dans le cas ou IT" pent se n^gliger, on aura simplement 

X2 = — i)^h. 


o8. L’equation 

pourrait s’obtenir en partant directement de I’^quation (i) 

Transformons, en eflPet, la premiere int^grale en supposant la 
profondeur constante, Le fond et la surface d’^quilibre se trouve- 
ront alors sur deux spheres concentriques S' et S. 


Fig. 12. 



D^crivons sur S une pourbe C limitant un doinaine D. On aura 
d’abord 


dn dn 


En efifet, sur la sphere S de rayon ^gal a un, et comme r . 

ne change pas sur la normale, qui est tangente k cette sphere, 
cp reste egal a 5^. 
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Si nous d^si^nons par un Element de la surface lat^rale, nous 


aurons 
et, par suite, 


:=. hds 




De plus, dans cette egalit^, nous pourrons etendre I’int^grale du 
second membre, non seulement a la surface laterale, mais a la sur- 
face totale du tronc de cone, car en un point quelconque de S 
nous avons 


dn dr 


o, 


puisque est ind^pendant de r. 

Le theoreme de Green nous donne alors 


Or 




dx, = h d^. 


d<s ^lant ici un element de surface du domaine D. 
On a done 


J J" (X^© — n") <i?cr, 


les inl^grales ^tant dtendues a tons les elements d(7 du domaine D. 
11 en r^sulte qu’on doit avoir 

A Ax = -(X29 — n'^). 

On retro live bien ainsi la mdme equation. 
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CHIPITRE YL 

INFLUENCE DE Lk FORCE CENTRIFUGE COMPOSEE. 
OSCILLATIONS D'UN LIQUIDS PESANT 
RENFERME DANS UN VASE TOURNANT. 


59. Nous aliens etudier maintenant I’influence de la force de 
Coriolis sur les oscillations, mais en commencant par n^giiger la 
courbure : le liquide considere sera suppose renferme dans un 
vase assez petit pour quela pesanteur puisse etre regardee comme 
constante en grandeur et en direction, et ce vase sera anime d’un 
mouvement de rotation. 

Les equations du probl^me se deduisent aisement de celles de 
I’Hydrodjnamique. Nous avons obtenu (§ 35) les Equations abso- 
lument gdn^rales 

M dp 

dt^ dx ’ 

dp 

dt^ ”” dy ^ 

d^w _ dp 

dt^ 

dans lesquelles ILdm, Ydm^ Tjdm sont les composantes de la 
force appliquee a I’^l^ment de masse dm et p la pression. 

La force appliquee se composera ici de la force r^elle due aux 
aslres et a la gravitation, soumi§e au potentiel V, et de la force 
centrifuge compos^e. 

Supposons d'abord que la rotation s’effectue autour de 0.5, et 
soit (o sa vitesse angulaire ; les trois composantes de la force cen- 
trifuge compos^e seront 
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et les equations precedentes deviendront 


(2) 


1 d^u 

di> 


6/(V- 

P) 




dx 



du 



u, 

j dt^- 



dy 

1 d^(^ 



rf(V — 

II. 




dz 



Nous savons, par la theorie g^n^rale des oscillations, que les 
coinposanles p, iv du deplacement, qui jouent ici le r6le des 
parametres q da Chapitre J, seront proportionnelles a En po- 
sant alors 

X^cp = V — /?, 


les Equations du probleme prendronlla forme 


( 3 ) 


\^U — 2<ji)Xp = X^-^ 
dx 


9 


X^ p -h t*)X = X® ^ > 
dy 




X2 


c?cp 

dz 


En resolvant ces equations par rapport a p, (v, de maniere a 
obtenir les composantes du d^placement en fonction des d^riv^es 
de la fonction cp, nous avons 



On voit que, par suite de la rotation, les composantes w et p ne 
sont plus les d^riv^es partielles d’une m^me fonction cp; ce sont 
des combinaisons lineaires de ces d^riv^es, donl les coefficients 
dependent de \ c’est-^-dire de la p^riode, et ne seront done pas 
les m^mes pour les diverses oscillations. 

A ces equations, il faut adjoindre Tequation de continuity 
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qui ne se r^duira plus ici a Acp = o, mais devient 


d^(o 

d^- 


1 13 


Cette analyse suppose que la rotation s’effectue autour de I’axe 
des z. Si Faxe de rotation est quelconque, designons par/>, r les 
composautes de la rotation suivant les trois axes de coordonnees. 
Les composantes de la force centrifuge composee seront alors 

/ dw \ { da dw\ ( dv du\ 

--^v-dt-p-diy -^[Pdi-^iuy 


et les Equations (3) deviendront 

I — a/’Xp -h 

{% his) 2 ;’X -H X2c> — 2 />Xtv = X2^, 

f — ‘iq'ka-y- X2cv=X2^* 


Telles sont les Equations g^n^rales du probleme. 

Nous aliens les appliquer au cas dont les conditions se rappro- 
chent le plus de celui de la nature, c’est-a~dire supposer la pro- 
fondeur infiniment petite. 


60. Vase tournant de profondeur infiniment petite. — Le vase 
^tant anime d’un mouvement de rotation, la surface libre du 
liquide en ^quilibre ne sera pas rigoureusement un plan hori- 


Fig. i3. 



h 


zontal; mais, si toutefois la vitesse de rotation est faible, nous 
pourrons, aux termes pres de Fordre de a>-, regarder cette surface 
libre comme un plan horizontal z~o. Soil 

zz=h{x,y) 

Fequation de la paroi du vase. 

Supposonsj connpae nous Favons d^ja fait pr^c^demment (§ 38), 
P. — III. 8 
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C[iie h soil tres petit, ainsi que ses dcriv^es. Dans ces conditions, 
iv sera negligeable vis-a-vis de u et v\ 

En efFet, la composante norinale du deplacement est nulle an fond ; 
Jes cosinus directeurs de lanormale au tond ^tant proportionnels a 


nous 


dx^ dy^ 

aurons sur cette surface 

dh dh 

dx dy 




(p. 


Cette relation nous monlre, si les derivees de h sont tres petites 
oomme h lui-m^me, que op au fond est tres petit par rapport a u 
et p. Soit ppo cette valeur au fond; pour un point queiconque de 
rint^rieur, a la distance z de la surface libre, nous aurons 

dw 


D’apres Thypothese faite, — A est tres petit; il en est de m^nie 
(J0 puisque les deplacements des molecules, dans le cas des ma- 

rees, sont to uj ours de petites quantiles. 

Par consequent, pp restera constainment du second ordre 
comme ppq et pourra se n^gliger devant a et p. 

Les deux premieres Equations deviennent done 

— arXp = 

dx 


'ir\u - 


dy 


On voit que ^ et 5^ n’intervienneiit plus; tout se passe comme si 
la rotation se r^duisait a sa composante verticale. Par suite, nous 
n’aurons a envisager que le cas d’une rotation co autour de 0-s, et 
nos Equations g^n^rales seront simplemenl 

^ \^u — ^toXp=:X2^> 

dx 

dy 


R^solues par rapport a w et p, elles nous fournirontles deux pre- 
mieres des Equations ( 4 ). Quant a Fexpression de la surd^vation, 
^lle se d^duira de I’eqaation de continuity. 
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61. Interpretation g^ometrique des equations. — Avant d’aller 
plus loin, nous aliens montrer comment on pent interpreter g^o- 
nietriqueinent les deux Equations 


u 


'Xlii 

T" 




•2o> acp 

-r — ll -+- P = —j — » 

X dy 


auxquelles nous sommes parvenus. 

SI \ etait reel, I’interpi'^tation serait immediate. 

Soient OA le vecteur dontles composantes sont et OB 

^ dx dy 

celui dontles composantes sont u et p. 



Le vecteur OB serait la projection orthogonale du vecteur OA, 
Tangle y des deux vecteurs ^tant donn^ par 

'2 to 

tangY = — • 

Mais A est imaginaire. Posons alors \ = /[x, et supposons que 
nous ayons trouvd la solution complexe 

u — = (a^ -H 

Les equations admettront alors la solution r^elle 

u = a' cos — a" sin [jl 
V =5 p' C 0 S{jLi — p" sin 

ce qui donne, en d^signant par la difference des arguments de a 
et [5, et par |a| et | j3| leurs modules respectifs, 
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L’extr^mite B du vecteur OB est done animee d’une vibration 
elliptique, le centre de celte ellipse etant occupd par la position 
d’equilibre de la molecule. 

Celte ellipse se reduira a une droile 

u _ ^ 

hmpr 

si Ton a 4; = o, e’est-a-dire si 

ce qui montre que le rapport ~ estalors reel. 

Si nous prenons pour Ox le gTand axe de Fellipse, a sera r^el 
et P purement imaginaire; nous aurons, dans ce systeme d'axes : 
= o ; a =;: ^ Done 

I/, =r a'cOS|Jt.^, 
t? = — sin pf, 

et I’^quation de Fellipse sera 


Voyons mainienant quel sera le lieu du point A. Posons 


9.(0 

— 


Y est reel, Les valeurs ^ devant ^tre proportionnelles a 

e'V, posons egalement 


^9 _ 


a, 








Nous aurons alors, en substiluant dans les Equations, 

ai 5= a — tyP = oc'-H yP", 

pi P jy« = ; 


ai est done r^el et purement imaglnairej de m^me que a et p. 

Par suite, le point A d^crit Egalement une ellipse dont les axes 
sont dirig^s suivant les axes de coordpnn^es, c^est-a-dire suivant 
les axes de Fellipse d^crite par le point B; et il n’y a aucune diffe- 
rence de pha^se entre le^ denx vibrations eliiptiqiies. Le grand 
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axe a' de Tune a menie direction qiie le grand axe a' + de 
I’autre; de m^nie pour les petits axes. 

Si P'' = o, la vibration de B sera i^ectiligne, ct le rapport des 
axes de la vibration elliptique de A sera alors egal a y. Par exemple, 
si nous avons ime paroi verticale assujettissant le deplacement de 
la molecule a s’effectuer suivant I’intersection de la surface librc 
et de cette paroi, Textreinite A du vecteiir OA decrira une ellipse 
dont le grand axe sera dirige suivant la surface de separation et le 
petit axe suivant la norm ale, le rapport des axes etant y. 

Si la vibration de B sera circulaire; de mdme celle 

de A. Le rapport des rayons sera i -H y ou i — y selon que les 
vibrations s’effectueront dans le sens direct on le sens inverse. 


62. Equation de continuite. Expression de la sur6levation. — 
Soient toujours S la surface libre, la surface du fond. Decri- 
vons encore sur S une coiirbe ferinee C et, par tons les points 
de C, menons jusqu’au fond les normales a S : nous limiterons 
ainsi un volume liquide cylindrique, et nous evaliierons Paugmen- 
tation du volume liquide a I’interieur de ce cylindre prodiiite par 
la maree. 

En ddsignant par N la composante du deplacemenl suivant la 
normale interieure a Teleinent de la courbe | plane C, par d^cr 
i’^l^ment de surface du domainelimite par cette courbe, et par i^la 
sur^ldvation due a la mar^e compt^e positivement vers le bas, nous 
obtiendrons, comme au paragraphe 53, T^quation 


I 







oO N aremplace^^ qui n’estplus ici Texpression de la compo- 


sante normale du displacement. 

Evaluons N. a et (3 etant les cosinus directeurs de la normale 
interieure, on a 

N = aa -h pc^, 


c’est-^-dire 


N 



p 


cLv . 
ds' 


en conservant le sens posilif d6j4 adopts ppur paFCOurir la 
courbe C. : ■ | i ■ > > ; . 
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L’equation de continiiite s’ecrit done ici 

S) A 

A{— udy -h dx) = — J S dx dy. 

Or, d’apres la formule de Riemann, 

J h{odx-udy)=- j ^ dx dy 


=—f 


d{hu) 

dx 


II en r^sulte, les integrales devant etre ^tendiies a toutle do- 
maine limite par C, qiie Tequation de continuity cst 


(6) 


1 d{hu') 
I dx 




Rempla^ons maintenant et v par lenrs valeurs tirees des Equa- 
tions (4); on aura 


__ hV^ <fcp aeuXA d^ 

^ a 2 -i- 4 ^ X'^ H- 4 dy ’ 


Ap = 


AX‘- do -acoXA d^ ^ 


X^ H- 4 0)2 dy X2 -H 4 dx * 


d’ou finalement 


( 7 ) 




Xs 

X2_)_ 4 0)2 


Is (4) 


AtoX A, cp) 
X2 -i- 4o)2 d{x^y)^ 


en introduisant le jacobien ou determinant fonctionnel de A et de o 
par rapport a x ety 

d(h^ 9) dk d^ dh d^ 

^(^•y) ^ dx dy dy dx 


(B) 


De plus, nous avons toujours (§ 37) 

X29 








La function cp devra done satisfaire sur la surface libre a Tequa- 
lion differentielle 
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Une fois determine, les equations (4) et (8) feront connaitre 
le mouvement d’une molecule surla surface libre et la surdl^vation. 

Dans le cas du vase non tournant, nous avions trouv^ (§ 38) 
avec la m^me hypo these de pro fond eur infiniment petite 

On voit done quels sont les changemenls apportes par la consi- 
deration de la force de Coriolis. Le second membre de Feq nation 
n’a pas change. Dans le pi'emier membre, ie premier terme reste 

le m^me, mais il estaffecte du coefficient de plus, il s’est 

introduil un terme complementaire contenant le determinant fonc- 
tionnel de h et de o. 

63. Influence de la rotation sur la formation des lignes coti- 
dales. — De ces quelques modifications r^sulte une difference 
essendelle dans la physionomie du phenomene. Remarquons, en 
effet, que co est essentiellement reel, \ essentiellement imagmaire; 
par consequent, le coefficient du determinant fonctionnel est pu- 
rement imaginaire. Si done nous supposons determine, sous la 
forme 

nous voyons que, par suite de la rotation, le coefficient y) 
sera imagmaire, mime dans le cas des oscillations propres. Son 
argument ne sera done pas constamment egal a o ou a t: comme 
lorsqu’il n’y avait pas de rotation (§ 49) ; il pourra prendre toutes 
les valeurs possibles, et, au lieu de lignes nodales s^parant des 
plages on la mar^e etait simultanee et inversde, il existera des 
lignes cotidales qui seront les lieux d’^gal argument du coeffi- 
cient/(.r, y). 

64. Conditions aux limites — La function (p ne doit pas satis- 
faire seulementa Liquation (p) qui r^sulte a la fois de Fequation 
de continuile et de Ja condition k la surface libre; il faut encore 
qu’elle satisfasse aux conditions sur les bords. 

Si nous consid(5rons le cas general d’une paroi inclin4e, on a 
alors h = o sur les bords, et nous savons (§ 38) que y doit satis- 
faire a la condition de res,te;r finie quand h s’annule- 
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Supposons, au contraire, une paroi verticale; il ne suffirail 
plus d’ecrire ici ^ = o comme lorsque la rotation n’existait pas, 

car ne repr^sente plus la composante nonnale du deplacement. 

STron a, par exemple, une paroi perpendiculaire a O^, u devra 
etre nul, et la condition sera 

2 to 

dx^ X dy 

Si la paroi est perpendiculaire a Oy, la condition sera 

d^ 2 0) <3?(p _ 
dy \ dx 


En general, siirjiiine: paroi de direction quelconque, on devra 
avoir 


' ds 


dx 


ce qui fournit la condition 


( 10 ) 


ddf 2 to cp 

dn X ds 


On pent encore mettre la condition aux bords sous une forme 
tres g^ndrale qui s’applique aussi bien au cas d’une paroi inclin^e 
qu’a celni d’une paroi verticale. Considerons pour cela, dans le 


Fig. 1 5. 



plan de la surface libre, la normaie au bord et prenons cette nor- 
male pourjaxe des x. Nous aurons au pied de cette normaie, dans 
le cas g6n6ral, 


A = o, 



et r^quation (p) se r^duira k 


X® dh do 


2o)X dk d^ X®tp — 
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c’est-a-dire 


dh ■ a to do \ 4 to^ 

dx\dx X dy } ~~ ^ 



Si les axes sont quelconques, nous devrons done avoir, en iin 
point quelconque du bord, puisque dx =:dn el dy = — ds^ 


(II) 


d/i 

f do 

2 to 

do \ 

Xs-+- 4 (i >2 / 

tp — 

dn ' 

\ dn 

X 

ds ) 




Cette relation, ind^pendante du choix des axes, convient ^gale- 

ment an cas ou la paroi serait verticale en tin point du bord; en 

mais ~ serait infini, 
dn ’ 

et Ton relrouverait bien la condition (10) 

do ato __ 

dn 1 ds ^ ‘ 

II convient de reinarquer que le facteur ^ qui figure dans la 
condition aux limites est egalement imaginaire. 


eflet, nous n’aurions plus en ce point A = o, 


6S. Oscillations propres, d’un liquide renferme dans un vase de 
profondeur constante. — Dans le cas des oscillations propres, 
nous n’aurons qu’a faire C=o dans toutes les equations prece- 
dentes. L’equation difft^rentielle a laquelle doit satisfaire la fonc- 
tion cp s’ecrira alors 

Si, de plus, la profondeur h est constante, F^quation se siin- 
plifie consid^rablement et se r^duit a 

/ \ , X2-+- 4to* 

(12) /iA(p = ^ tp, 

qui ne difFere de celle relative au vase non tournant qu’en ce que 
est remplac^ par H- 

On voil que cetle Equation a tons ses coefficients r^els; n^an- 
moins f teste^ eti g 4 n^ral, imaginaire comme dans le cas d’une 
profondeur variabk^^^ cause de k condition aux;limites^ laquelle 



1-22 


PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE VI. 


s’exprime ici par la relation 


do ‘A CD d<p _ 

dn 1 ds ’ 


puisque la paroi est verticale. 


66. Propagation d’une onde plane dans xm canal de profondenr 
constante. — L’^quation (i 2 ) pent etre satisfaite par la fonction 

cp = 


qui repr^sente une onde plane ind^finie, se propageant dans one 
direction qnelconque. 

En effet, nous aiirons 

jcp, 


et, en substituant ces valeurs dans I’^quation differentielle, nous 
voyons qu’elle sera satisfaite si a et p sont tels que 




t-H 


4t02 

X2 




Rappelons que, dans le cas de Pequilibre absolu, nous avions 
trouve simpleinent (§ 40) 


a2-f. ^2 = 




Pour obtenir la vitesse de propagation, consid^rons une onde 
plane se propageant parallMement^O^, c’est-a-direfaisons p = o. 
L’^quation de Fonde sera alors 

^ :z=, ^^t—OLx)^ 


et sa vitesse de propagation -- Or 


Par consequent, 



V = v^ 



La vitesse de propagation d’une onde plane dans un milieu 
indefini soumis a un mouvement de rotation n’est done plus egale 
^ ^ toujours proportionnelle a cette quantity, maiselle 
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depend egalement de la periode, et varie avec chaque oscillation. 

Mais ce n’est pas ainsi que le probleine se posera, car nous n‘au- 
rons pas affaire a un milieu indefini. 

Considerons, comme nous I’avons deja fait, un canal limite par 
deux parois verlicales paralleles a I’axe des 

jK = 0, j = b, 

et supposons une onde de direction quelconque se propageant dans 
ce canal. JNous aurons alors a faire intervenir les conditions aux 
limites, et la conclusion precedente va se trouver modiflee. En 
effet, sur chacune des parois, la composante normale du d^place- 
ment devra etre nulle; done, poury=o ety = b^ 

*2a> 

dy ~~ X dx 

II en r^sulte 



Nous ne pouvons done pas prendre ^ = o comme nous I’avons 
fait dans un milieu indefini. On pourrait croire alors qu’il n’exisle 
pas d’onde plane normale a Faxe du canal susceptible de sc pro- 
pager dans le sens de cet axe; mais il n’en est rien. 

Effectivement, Fdquation differentielle sera salisfalte si Ton a 


d’ou 



4 ( 0 - 




a = 




et la relation qui lie |3 ^ a en vertu des conditions aux limites 
donne 




0 , 0 ) 

'ksfgh 


Par consequent, Xp sera red et independant de la periode, et la 
phase ne dependra pas de y. L’equation dePonde sera 



C’est une onde plane normale k Faxe du canal, et dont la vilesse 
de propagation est encore tout comme s’il n’y avail pas de 
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force centrifuge conipos^e. Mais I’eflfel de cette force se traduit 
par ceci qiie I’amplitude est fonction de par consequent, sui~ 
vant le sens de la rotation, la hauteur de I’onde sera plus grande 
sur un bord que sur I’autre. 

Si nous considerons une onde se pro pageant en sens inverse, 
a se changeant en — a, [3 devra se changer en — [3; nous aiirons 
done 



Par consequent, si dans un cas I’onde esl plus forte sur le 
bord = b que sur le bordy = o, ce sera Tinverse pour I’onde de 
retour. 

11 en r^sulte que, si nous siipposonsle canal limite par une paroi 
^ — 0 , nous ne poiirrons plus avoir de reflexion reguliere comme 
cela se presentait dans le cas de IMquilibre absolii.En effet, I’onde 

r 

incidente est proportionnelle a e et I’onde reflechie devrait 

etre proportionnelle a si la reflexion etait reguliere. Pour 
-exprimer que la composante normale du deplacement est nulle sur 
la paroi refl^chissante, il faudra ^galer a z^ro 


dep 

dx 


2 0) do 

X 


D’ou une relation a laquelley devra satisfaire, et, comme y varie 
de o a cette relation ne pourra dtre satisfaite pour toutes les 
valeurs dejK- Done, pas de reflexion reguliere dans un canal. 


67. Onde plane se propageant dans un bassin ind^fini prison- 
“tant une variation brusque de profondeur. — Si, au lieu d’un ca- 
nal, nous considerons un bassin indefini, il pourra y avoir reflexion 
reguliere, parce qu’alors il n’y aura plus de parois lat^rales impo- 
sant une relation entre a et p. De m4me pour la refraction. 

Imaginons, par exemple, un bassin indefini partage par a? = o 
•en deux biefs dans lesquels nous avons : 

Pour a? < o, la profondeur A, et, pour ^ >o, la profondeur 
Cherchons si nous pouvons representer le mouvement dans le 
premier milieu par 
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et dans le second par 

o = G 

la valeur de jS restant la meme pour chacune des trois ondes, inci- 
dente, reflechie et refractee. 

Nous devrons avoir, pour ^ o, 


et, pour > o, 



En ecrivant que, pour x = o^ o reste continu, nous avons 

A + B = G. 


Mais la fonction cp n’est pas la seule qui doive rester continue; 
dx 

I’expression de ^ donnee par la formule (6), car autrement ^ de- 
viendrait infmi. Nous aurons done aussi 

Les conditions de continuity nous fournissent ainsi deux equa- 
tions qui determineront B et C quand on connait A. 


ilj^faut encore que 7/ ^ 


+ 


20) d^ \ 


reste continu. Cela resulte de 


68. Solution gtoerale de la propagation dans un canal de pro- 
fondeur constants. — L’eq nation des oscillations propres 


(I2) 


A Acp = 


X24-4o>2 

CP 


n’admet pas seulement, dans le cas du canal consider^ au para- 
graphe 66, la solution 

— — r 

(p =z= e F(a7 — 

Nous pouYons prendre plus genyralement 

tp rss 

Cherchons a d^termii^r a et 
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Nous aurons 


dx" 

dy- ■“ ^ ’ 

•d’ori, en substituant dans J’equalion diff^rentielle (12), 


■en. posant 








Lafonclion A est done de la forme 

De plus, il faut satisfaire aux conditions aux limites. Nous de- 
vrons done avoir, pour jk = o et/ = 6, 


•e’est-a-dire 


<a?(p _ 2C0 

dy ^ X dx^ 


A ^ P -h ^ a ] — B ^ 

D’ou les deux ^quaiions 

A eXP* 4- ^ — Be-AP* ^ 3 t^ = o. 

Elies admettent deux solutions : 

1 ® ^ avec A = 0 . La relation qiii lie a et [3 nous donne 

.alors 

I 

a = -==» 

/gh- 

20) ^ 


et nous avons 


vJh 

^ Be e ' ^ 


•e’est-a-dire Tonde plane prdc^demment (Hudi^e ; 
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c’est-a-dire 

= miiz^ 

m etant un entier. 11 en I'esulte 


a2 — 





4to- \ 
A- ) 


La vitesse de propagation ^ de Fonde suivant Faxe du canal de- 
pend done ici de la p^riode et de la vitesse de rotation, ainsi que 
de la largeur du canal. De plus, on a 

urtTZ nn’K 

= A e -H B e ‘‘ \ 

Les exponentielles ou entre y sont maintenant irnaginaires, et, 
pour une valeur donn^e de la phase d^pendra de y : nous 
n'avons plus affaire a une onde plane, mais k une onde dont la 
cr^te est ondulee. 

Cette onde ne pourra pas subir non plus de retlexion reguliere, 
car, si ]’on change a en — a, on ne pourra pas satisfaire pour toutes 
les valeurs de / a la condition expriniant que la composante du 
depJacement normale a la paroi r^flechissante est nulle. 

Dans le cas de I’^quilibre absolu, a cause de la reflexion r^gu- 
iiere sur lesparois, onavait une solution ires simple pour les oscil- 
lations d’un bassin recta ngiilaire. 

On voit qu’iln’en est plus de m^me lorsqu’on tient compte de la 
force de Coriolis. 

En revanche, on pent trailer coinpletemenl le cas d’un vase de 
forme circulaire. 


69. Oscillations propres d'un liquide renferme dans im vase 
circulaire de profondeur constante. — Si nous prenons des coor- 
donn^es polaires 

a? = p cos9, ^=psin9, 


I’^quation (la) deviant 



1-28 


PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE VI. 


Nous pourrons satisfaire a cette equation en prenant 


m elant nn entier. 

En effet, on a alors 



? 


et I’equation (i3) clevient, par substitution, 

,, ^ <p' m-O __ X‘--r-4to2 

<p ^ p Jh 

On reconnait I’equation diff^rentielle qui definit les fonctions 
de Bessel : o nous sera done donnepar une des fonctions de Bessel 
d’ordre m. On sail qu’il y a deux solutions : Tune qui est une 
fonction entiere de p, Tautre qui devient infinie pour p=:o. II 
faudra n^cessairement choisir la premiere. 

Observons, en effet, que nous avons trois ind^terminees : X et 
les deux constantes d’int^graLion de F^quation diffdrentielle. II 
nous faudra done deux conditions, car il doit res ter un param^tre 
arbitraire dans Fexpression des oscillations propres, qui ne sont 
ddterminees qu’a un facteur constant pres. 

La premiere condition est quc<p doit resterfini; elle impose done 
le choix de la fonction de Bessel. 

La seconde nous sera fournie par la condition aux bords 

dip 2(0 df __ 

dn \ ds ' 

Ici, 

d^ d^ 

m d^' 

dep do mtep 

ds p db ^ p 

Par consequent, on aura aux bords du vase, pour p =: p^, 


d^ 

5p 


+ -^<p=0. 


Cette equation determinera X. Le coefficient de o est reel^ 
puisque X est imaginaire. 
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70. Cas d’lxa vase cylindrique annulaire. — Supposons mainte- 
nanl que notre vase de profondeur constante soit limite par deux 
cercles de rayons p = po p = pi {fig- lO). Alors, la condition 


Fig. 16. 



que cp reste finie pour p == o n’aura plus aucune signification, 
puisqu’il n’y a pas de liquide au centre. Mais nous aurons deux 
conditions aux limites, qui nous permettront de determiner a la 
fois X et le rapport des deux constanies d^'ntegraiion. Ici encore, 
le probieme est done entierement resolu par les fonctions de 
Bessel. 


71. Canal circulaire de profondeur constante. — Si po et p< 
sont tres grands par rapport a leur difference, nous aurons, au lieu 
d’un vase, an canal annulaire. Les oscillations propres d’un tel 
canal s’obtiendront en remplagant les fonctions de Bessel par leurs 
valeurs asymptotiques. Posons, en effet, 

4^(p) = 


L’^quation (i3) sera satisfaite si Ton a 


b wr' __ H- 4 to 2 


Quant aux conditions aux limites, elles exigent qu’on ait 


mi = — 


j 

20 ) 


i^rn repr^sentant le rayon moyen du canal, devant lequel nous ne- 
gligeons la difference po*^ pi* On a alors, dans les meme? condi- 
tions d’approximation. 




20 ) 

Wh 


i M W . 


F. - III. 


9 
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€t la solution s'ecrit 



Nous retrouvons une onde se propageant avec la vitesse \J gh. 
Les p^riodes seront definies par I’expression 





m etant un entier ; on voit que la periode est, pour chaque oscilla- 
tion, un soiis-multiple du temps employe pour parcourir la circon- 
ference moyenne, de sorte que I’onde resie bien concordanle avec 
elle-meme apres avoir fait un tour complet. 


72. Oscillations propres d^un liquide renferme dans un vase 
toumant de profondeur variable. — Ce cas plus complique peutse 
trailer d’line fagon analogue. 

Choisissons, comme exemple, un vase circulaire dont Je fond 
serait un paraboloide de revolution (§ 48). Alors 

A == e(i — — y^) = e(i — p2). 


L’^quation du probleine est dans ce cas 

2 d / j do\ 2 0) d(h,^) X2H-4tu2 

Nous chercherons a y satisfaire, comme dans le cas d’une pro- 
fondeur cons tan te, par 

(p = ( p ) 


d’oa 


do 


^hj <p) __ d(hj cp) <j(p, 6) _ dh 1 _ 


h ne dependant que de p, le determinant fonctionnel s’^crit 

- 2em£<p, 

L’equation transformee en coordonnees polaires devient done 


(j wmt 


)?• 
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C’est une equation diff^rentielle de meine forme que celledu pa- 
ragraphe 48, mais renfermant enplus le facteiir qui est reel. 

Elle se traitera absolument de la meme maniere; on en dedulra que 
le coefficient de o doit ^tre m e\ n etant deux 

entiers quelconques tels que m. 

Par consequent, les periodes d’oscillation seront donnees par 


X2-j-4to2 


— ji(n - 1 - 2 ). 


Cette equation est du troisieme degre en "k. Pour to Ires petit, 
deux des racines tendent vers des valeurs finies et une vers zero. 
D’ou I’existence de deux classes de solutions : runepourlaquelle A 
reste fini, et I’autre pour laquelle X tend vers zero avec co. 

Cela est d’ailleurs general (c/. § 93). 


73. Remarque sur une particularite des equations dans le pro- 
bleme du vase toumant. — Reprenons Fequation generale des 
oscillations propres 

dcc\ dx)^ X c>(a*, y) g 

ou X est purement imaginaire. 

Supposons que I’on ait 

2 0 ) 

— 

L’equation admet alors une infinite de solutions simples. 

En effet, le second membre s’annule, et I’on peut ecrire I’eqiia- 
tion sous la forme 


\h(^ 

+i^'] 

i+-[^ 



1 \dx 

dy) . 

J 1 

\dy 

dx / \ 


Elle sera done satisfaite si nous faisons k la fois 



iM 


O. 



j 32 


PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE VI. 


II suffit pour cela que cp soil une fonction analytique qiielconque 

cp=/(:27 4-!?JK). 


D’ou une infinite de solutions. 

Mais ces solutions sont, en gdneral, illusoires. Rappelons, en 
efFet, que nous n’avons obtenu Fdquation sous la forme considdree 
qu’en multipliant I’equation (9) par le facteur 4- 4 ici, 

est nul. 11 faut done voir si a toute fonction cp analytique de x 
ety peuvent correspondre des quantites u et p. Or, nous devons 
avoir (§ 60 ) 


• 20 J 

X 


u — 




et, dans notre bypothese, le determinant de ces equations est nul. 
Elies ne sont done plus distinctes. Nous pouvons, en effet, les 
ecrire 

w — zV = o', 

(> 4- 

et I’on voit qu’on passe de Tune a I’autre en la multipliant par f. 

Si done nous prenons pour <p une fonction arbitraire de 
z=x iy^ elle pourra tres bien ne pas satisfaire aux conditions 
du probleme. II faudrait, en effet, que nous ayons, d’abord 

u — tV = <p'j 

puis, en vertu de Tequation de continuite, 

d(ha) d(hv) __ 

XX dy "■ 

La question qui se pose est alors celle-ci : et p peuvent-elles 
Tester finies et satisfaire k ces deux equations diffdrentielles ? 

Cela n’est pas certain et, pour le montrer, nous examinerons 
seulement le cas d’une profondeur constante. Les Equations 
differentielles sont alors 

u — = o', 

du d9 X^o , 4 ^^ 

dw ^ dy^ gh gh ^ ~ ^ 
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en posant 


a to 2 


= G. 


Si nous difFerentions la premiere equation par rapport a 
nous aurons 


dll dv dz 


d’OLl 


dy dy 
dv 


dy 

. du 


dy ^ ^ dy 


et, par substitution dans la deuxieme Equation, 


du . du ^ „ 

— t = jiCo 4- o'. 

ax dy * ‘ 


Prenons pour variables les deux imaginaires conjuguees 


Nous aurons 


s = ir -h ly^ 
— iy. 


du 

du 

du 

dx 

d^ ^ 

dzi ^ 

du 

. du 

. du 

'dy ~ 

^ dz 

^ dzx ’ 

du 

. du 

o r 

dx 


= — 2 Ka 


d’ou 


C est essentiellement reel et positif. Le dernier membre de cette 
equation different! ell e est une fonction analjtique de z ; on en 
deduira done que u est une fonction analytique de z, a laquelle 
Tinl^gration ajoutera une constante, e’est-a-dire une fonction 
de z^, 

U r=/iz) -h fi(Zi). 

Si nous posons 

? = 

^tant la derivee d’une certaine fonction de z^ nous aurons done 
en integrant 

a = — Gtj; -h ~ 4^1, w ' 


repr^sentant une fonction arbitraire de 
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II en resulte 

p = i -h 4^1^ • 

On a done 

M 4- ^V = ^ 4^1 — ^ C ‘pi 

— ^p = tp'". 

Mais il reste encore a satisfaire aux conditions aux limites, et ce 

sont elles qui nous d^termineront les fonctions i et si toutefois 

elles peuvent I’etre. Or, en general, le probldme ne pourra pas 

<^tre r^solu, car ces relations imposeront a la constante G une nou- 

, ‘ 20)2 
avec sa vaieur — r • 

Si, par exemple, nous prenons le cas d’un vase annulaire, nous 
devrons avoir sur les bords 


velle condition incompatible 


e’est-a-dire 


u cosO -h p siiiO = o, 


oil 


u(e^^-h — ip(^«9 — = o 


U 4 - 2 P 
U — IP 


^2/6 , 


Nos variables ind^pendantes etant 

la condition aux limites s’ecrit 


W 4- IP z 

U iP ’ 

e'est-a-dire, en remplacant u et ^ par leurs valeurs en fonction de 
'L et 

aij/j — z 

Nous avons ainsi une relation entre z et qui doit gtre 

satisfaite sur les deux circonf^rences du vase, pour zzi = pj et 

= pj. 

Posons 
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La relation prec^dente s’ecrira 

m{m — i) -i- 2 p 2 ( A — G) = o 

et devra 4tre satisfaite pour p = po p = p^. 

Si nous regardons po et p^ comme donnas, cela fait deux Equa- 
tions qui dEtermineront A et C ; on en tire 

— 4^2 _ m{m — i)(p5~2"^ — 

"" ~ ffh papKp?""‘-pT='”) ■ 

Telle est la relation qui doit exister entre po et pi pour que la 
solution existe. 




PROPERTY OF 
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CHAPITRE Vll. 

OSCILLATIONS D’UN LIQUIDE PESANT 
recouvranT une sphere TOURNANTE 


74. Nous allons maintenant aborder le probleme dans toute 
sa g^n^ralite, en tenant compte a la fois de Fattraction du hour- 
relet, de la sphericite de la Terre et de la force centrifuge 
composee. 

Consid^rons une sphere dont le rayon sera pris pour unit^, et 
soient 9 et les coordonnees colalitude et longitude. 

Faisons de la surface de cette sphere une representation conforme 
sur une Carte g^ograpbique et designons par , 7 ' les coordonnees 
rectangulaires sur cette Carte du point 6, A. 

Imaginons sur la surface de la sphere une courbe ferin^e quel- 
conque C limitant un doinaine D dont F^l^ment de surface 
sera rfo-; soient ^galement ds F^lement d'arc de la courbe C et dn 
I’el^ment de la normale int^rieure a cette courbe dans le plan 
tangent a la sphere. 

Sur la Carte, nous aurons comrne elements correspondants une 
courbe plane C', un Element de surface d^\ un element d’arc ds^ 
et un element de normale dn ^ ; et nous aurons les relations 

ds' ds^ dn' = k dn^ dd = /c- rfa, 

k etant le rapport de similitude, lequel est fonction de ^ et jk, ou 
de 6 et 

75. nous consid^rons le c6ne ayant pour soinmet le centre 
de la sphere et pour directrice la courbe C, la quantity de 
liquiue renferm^ ^ Fint^rieur de ce cdne ^prouvera un accrois- 
sement par le fait de la mar^e. Cet accroissement est ^gal, d’une 
part, k la quantity de liquide qui p^netre k tra^rs la surface lat6- 
rale ; si nous designons par N la composante du d^placement nor- 
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male a I’^lement ds, il entrera par le petit rectangle hds, dont cet 
^l^ment est la base, une quantity AN ds. D’autre part, si s repr^- 
sente la sureievation, a chaque 41^ment d<s de surface corres- 
pondra un accroisseinent de volume ^lementaire egal a —X,d<T, en 
comptant, comme pr^cedemment, ^ positivement dans le sens 
des s positifs, c’est-^-dire vers le bas. L’equation de continuite 
sera done 


(I) 


/ 


hnds = 



Tmtegrale du premier membre etant etendue a toute la courbe C 
et celle du deuxieme membre a tout le domaine D que limile cette 
courbe sur la surface de la sphere. 


76. II faut maintenant evaluer AN. Reportons-nous pour cela 
aux resultats obtenus dans ie probleme du vase tournant. 

Nous avons vu (§ 60) qu’en supposant la profondeur tres petite, 
ce qui est la seule hypothese a consid^rer lorsqu’il s’agit des 
marees, est du second ordre, u et p 6tant du premier, et que 
tout se passe alors comme si la rotation se r^duisait a sa compo- 
sante verticale. 

CO representant cette composante, les coinposantes ii et du 
deplacemenl suivant Ox et Oy sonl donnees par les Equations 


2 0 ) 









la fonction cc ^tant toujours d^fiuie par la relation 

Y— 

Ces Equations, r^solues par rapport a w et a v, nous ont donn^ 

^ X2-i-4o)2 \dx X djr)’ 

X2 i d^ d^ \ 

^ ^ V<iy X dx) 

i 

D’une mam ere g^n^rale, si nous appelops N la composante du 
d^placement sui’vsliit la normsle int^rieure k d$ d^ume 
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courbe quelconque trac6e dans le plan de la surface libre, nous 
aurons 

dr dx / do 2 tjj dcp\ 

^ ^ ~ X rfFj- 

Tout ceci suppose que le contour ferm^ C est decrit dans le sens 
positif g^n^ralement adopts, c’est-a-dire que, si nous ixnaginons 

Fig. >7 



une petite circonference tangente int^rieurement k la courbe C, 
cette circonference doit ^tre supposee parcourue dans le sens de 
Ox vers Oy par rapport a son centre, et determinera ainsi le sens 
positif sur C ^7)* 


77. Ces resultats s’etendent immediatement au cas de la sphere 
tournante. 

En effet, si nous consid6rons une portion suffisamment petite 
de la surface de cette sphere, nous pourrons la regarder comme 
plane, et nous nous trouverons ramen^s ainsi au probleme du 
vase. Seulement, la quantile o) qui figure dans les Equations que 
nous venons de rappeler ^tait la composante effective de la rotation 
suivant la normale a la surface libre ; si done nous d^signons ici 
par to la vitesse de rotation de la Terre, nous devrons introduire 
dans nos equations to cos 6 au lieu de to. 

L’expression du d^placement normal a la courbe C tangential- 
lement a la sphere est alors 


( 2 ) 

Posons 


N = 


X2 


X* 4- 4^0*009^6 


?.tocos0 d<o\ 
X ds) 




X?-h 4 to4 cos^6 ' 


20 ) cos6 


* 


< 3 ) 


T 
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Nous aurons 

( 4 ) 

ou bien encore, en remplagant dn et ds respectivement par 
et ^ dans le second membre, 

(4 bU) jh^ds=.j{h,^.- ds. 


Transformons d^abord Fequation (4)- Observons pour cela que 
nous pouvons, au troisieme ordre pres (§ S5), substituer au flux 


Fig. i8. 



qui traverse chaque el(5nient ds de la courbe C la somme des flux 
penetrant ^ travers les c6tes de I’angle droit du triangle rectangle 
infiniment petit dont ds est I’hjpotenuse {fig"* i8). Par consequent 

■ 

L’integrale du second membre estune int^grale de ligne etendue 
a toute la courbe C ; transformons-la, par la forixiule de Riemann, 
en une integrale de surface etendue au domaine superficiel limite 
par C, et nous aurons 

“ -/■« [i {>- S) - ^ (i&s ^)]' 

D'autre part, 
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II vient done, en porLant ces valeurs dans ( 4 ) et (i), 


(5) ds = — j;sin0(^Oa?^ 

Operons maintenant une transformation analogue surrequation 
(4 his') ; nous aurons 

jh, *• (f -i* - g <<7) — / 2 s (*• s) *'■ 
(g ^ I - ^ g) -i. .7, 

et, comme en passant de la sphere a la Carte Fequation (i) 
devient 


^ J y^dxdy^ 


on a, en substituant dans (4 bis)^ 


(5 6«) Jan of , = -fdx [2 s (^ ‘ S) + =-/f 

Les relations ( 5 ) et (5 oni lieu pour une courbe C quel- 
conque; ce sont done des identit^s. 

Par suite, les Equations du probl^me seront : 

En eoordonnees spheriques, 


hx sm6 • 


d f hx d(o\ {^(^2,0) , 

-35 ^rrrVr =Csin( 


<3?0 / d[^p\sin9 d^ j 


et, en eoordonnees rectangulaires sur la Carle, 


{ 6 bis) 


£^(h ^ 9 A , ^(^2^ 9) _ C 

I \ ^ dx / 


La valeur de nous est fournie par la eondition a la surface 
libre, qui donne (§ 06) 

. . ^ X2cp GeA^ 

Le dernier terme, qai rep^^sente celle des composantes iso- 
chrones du; potentiel pej?lu|l^ateuE qne Fon ' considAre spdeia- 
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lement, est a supprimer pour P^tude des oscillations propres : 
A est alors une inconnue dont la determination, comme celle de «p, 
resultera des equal ions pr^cedentes, ainsi que des conditions aux 
limites. 

Lorsqu’on voudra obtenir les oscillations contraintes, C et A 
seront des donn^es de la question. 

En (^liminant ^ entre les equations (6) et Tequation (7), on 
obtiendi'a, soit sur la sphere, soit sur la Carte, I’^quation qui doit 
determiner o : 


( 8 ) 



(X* o — n"— G e'^‘) 
d(6, A) S' ' 


<»“■) 2 £(''■© 


d(h>i^ o) I 

dC^Try ~ ^ 


(X2cp — n"— 


Ensuite, I’equation (7) donnera la surelevation et I’on obtien- 
drait par I’equation (2) la composante du deplacement suivant la 
normale a un element quelconque de courbe tracee sur la surface 
libre. 


78. Autre forme des equations. — Ces equations ont iin avan- 
tage : c’est que, dans le cas des oscillations propres et sous la 
reserve de ne pas tenir compte de Fattraction du bourrelet, elles 
ne renferment qu’une seule function inconnue, a savoir la 
function o. 

Mais elles presentent aussi un inconvenient : c’est de conlenir 
les quantites et ho, dans Texpression desquelles .figure en deno- 
minaieur ^ cos^ 9. Or, etant toujours negatif, ce deno- 
minateur pourra s’annuler pour certaines valeurs de 9. hi et A2 
sont done susceptibles de devenir infinis. Pour voir ce qui se 
passe alors, prenons, par exemple, Tequation (6 bis) sur la Carte, 
et remarquons qu’elle peut s’ecrire 

<3 ? Ft / dep 2 wcos 6 <a?cp\l ^ 2a)cos6 S 

— X— 7F- , 

' d, ' ' ' ' H ^ 

Considerons le terme en Pour la colatitude 9 telle qoe 

2i&>^cdg6 X, ^ 5 f : ' 
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^ devient infini 


de m4me A| 

dy 


Mais on a 


<icp 2WCOS0 <a?cp __ X2-4- 4 0)2 cos2 6 
dx~^ X dy ^ X:X 2 ^ 


et, par suite, cette expression s’annule pour la valeur de 6 consi- 
d^r^e. Les termes infinis se detruisent done. De m^me pour le 
d 

terme en de sorte que I’ensemble des termes reste fini. 

Neanmoins, pour ^viter cette difficulte, il peut y avoir avantage 
a presenter les Equations sous une autre forme. 

Considerons pour cela le d^placement d’une molecule et les 
composantes de ce deplacement suivant les axes des x et des y 
traces sur la Carte. Si nous d^signons ces composantes par ii et 
les composantes du d ^placement r^el sur la sphere seront ku elk^^ 
de telle sorte que PeUment d’integrale hN ds reste le meme, qu’il 
soit estim^ sur la courbe C ou sur sa transformde G- De plus, si 
nous designons par et dr^ les elements rectangulaires corres- 
pondant sur la sphere a dx et dy^ nous aurons, en vertu de la 
similitude, 

k = dx, kdr\:=^ dy. 


Les composantes kit et ki? sont lides par les relations 

, 2 0) COS0 , 

ku k9 

. 2 0 ) cos 6 , 

kv H — ku 

qui s’^crivent, apres suppression du facteur 

2 cocos 6 d^ 

X ^ ~ dx^ 

2 0 ) cos 0 

On retrouve les equations connues du vase tournant, la vitesse 
de rotation 6tant (o cos 9. 

Nous avons, de plus, liquation de continuity 

JhN ds ^dx dy. 


(9) 


do ^ . do 
d^ ^ dx^ 
do ^ yd^ 
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N est la composanle da deplacement vrai normal a I’element 
ds sur la sphere ; ses cosinus directeurs sont proportionnels a 

— ^ -1- ^7 c’est-a-dire a — ^ 

ds ds ds ds 

On peutdonc evaluer faciiement la premiere int^grale en fonc- 
tion des ^l^ments sur la Carte ; on a 


Jh^ds=Jh(^k,f^,- ku g) ds =Jkk ^(^dx-u dy 
= h[^ dx — a ^ -^(hu)dx dy. 


D’ou, en ^galant les deux valeurs de J AN ds^ F^quation 


(lO) 


t 

^ dx g 


qui tient lieu des deux equations (6) et (6 his). 

Nous avons ici trois functions inconnues : p et <p, et Irois 

Equations. 

Si Ton veut slimmer cp, il suffira de differentier T^quation (lo) 
d’abord par rapport a ensuite par rapport a y : nous obtien- 
drons ainsi deux Equations en u et dans lesquelles n’entreront 
plus de coefficients susceptibles de devenir infinis {voir § 16 o). 


79 . Th^or^mes de Laplace. — i® Cos oU la profondeur est 
seulement fonction de la latitude. — Laplace a montrd si h 
ne depend que de la latitude, la maree ne subit pas de retard : sa 
phase est la m^me que celle de la force perturbatrice. 

Gonsiderons, en efiet, le terme CeK Nous savons (§ 29 ) que le 
potentiel P — Pq d’un astre en un point determine peut se decom- 
poser en une somme de termes de la forme 

p— 

s 

y etant Tangle horaire w -4- A — dR de I’astre ; 

<I> depend de la colatitude 8, de M dista^uce polaire S et de la 
distance 0 de Tastre au centre de la Terre, mais pas de la longi- 
tude ; 

$ est un nnmbreentier pouvant prendre les valetirs d, zfc i ^ di 2. 
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En remplagant y par sa valeiir, on peut ecrire 

p ^ g— .«i3R 

Les coordonnees de Pastre variant lentement, sera une 

fonction de 9 et du temps qu’on pourra developper en une s6rie 

trigonometrique de la forme 

B ne depend que de 9 et est proportionnel a 

3 COS-0 ~ I pour s = o, 

sin 2 0 » ^=±:i, 

sin^O » ^=±:2. 

Si maintenant nous posons 

X ~ SI Ci> “i— i |jt, 

nous anrons 


p. 4tant (r^s petit, X diff^re pen de .vfio. Pour une composante iso- 
chrone Ce'^^ du potentiel perturbateur, nous avons done 

G=/(0)e*«'+, 

s ayant ime valeur entiere voisine de -~* 

lU) 

Considdrons alors les equations du probl^me. Dans le cas ou A 
ne depend pas de A, elles se simplifient et deviennent 




hi 2to d<^ d(hi c.osB) 

sin 6 d'^"^ X d% 

=: — n‘'-CeX«)= ^Sin6. 


C dtant proportionnel nous pourrons satisfaire k ces Equa- 

tions en prenant o, ^ et, par consEquent, 11'^ proportionnels a 
sous la forme F(9)e^^’'}'+^‘^, Nous obtiendrons ainsi pour chaque 
composante isochrone une onde se propageant suivant les paral- 

lEles avec la vitesse —• 

SI 

Mais, de plua, il faut montrer qu’il u’j a pas dEcalage. 
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Or, nous avons 
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d^ou, eii substituant dans les Equations, 

56 i j - iisl + -X sr-^ ? = ^ 


De plus. 


et 


^ = i(X2<p — n’— Ge^<) 


-4.? = ar^'+n'. 


Nous avons ainsi entre les inconnues <p, W et la donn^e 
trois relations qui sont des equations diff^rentielles lindaires dont 

tons les coefficients sont reels, puisque \ est r^el. 

II y aura done forc^ment une solution reelle. Si, en efFet, nous 
pouvions avoir une solution imaginaire, la solution imaginaire 
conjuguee conviendrait ^galement, et leur combinaison donnerait 
encore une solution reelle. La solution ^tant, en general, unique, 
il en resulte qu’elle est reelle, e’est-a-dire que les fonctions de 9 
qui entreront dans les expressions de cp et de n^auront pas de 
partie imaginaire. 

Or, la phase de la force perturbatrice est Fargument de la quan- 
tity imaginaire la phase de la mar^e estTargument de la quan- 
tity imaginaire C- Ces quantitys yiant toutes deux dgales auproduit 
de Pexponentielle par une fonction de 9 ryelle, leurs argu- 

ments seront tons deux ygaux a H- j ^ et, par suite, il n’y aura 

pas de diffyrence de phase, ou du moins elle ne pourra lire que o 
ou 7c. Ainsi done : 


Le retard de la maree serait nul si la profondeur ne dipen- 
dait que de la latitude* 

Il importe de remarquer que ce thyor^me n’est plus vrai pour 
une loi quelconque de la profondeur; en particufier, il ne sk]^- 
P. — in. 


10 
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plique pas au cas des mers. Beaucoup d’auteurs, n^amnoins, s’y 
sont trompes et, attribuant au th^or^me de Laplace une generality 
qu’il ne comporte pas, ont cru pouvoir en conclure que le deca- 
lage de la maree par rapport a la force perturba trice avail pour 
cause le frottement. Or, I’influence du frotternent est tout a fait 
insignifiante et le retard constate doit ^tre iinputy entierement ala 
loi de profondeur. 

On peutvoir aisement d’uiie autre maniere que ce theoreme de 
Laplace n’est pas genyral. Comme il ne depend pas de la grandeur 
de la rotation, il serait vrai meme si Ton ne tenait pas compte de 
la force centrifuge composye. Or, nous savons que dans ce cas, si 
Pon considere les oscillations propres harmoniques, il y a partout 
concordance de phase dans le systeme (§8). Lorsque X serait tres 
voisin de Pune des valeurs d’oscillation propre, Poscillation con- 
trainte serait tres voisine de cette oscillation et devrait, par suite, 
avoir comme elle meme phase en tons les points de la mer consi- 
dyr^e. Pour le potentiel perturbateiir, au contraire, la phase dy~ 
pend de la longitude : il y a done forcyment dycalage. 

Et cependant le theoreme nous apprend qu’il n’y a pas decalage 
lorsque la pi'ofondeur ne depend que de la latitude. C’est qii’alors 
Pyquation quidonne les periodes des oscillations propres pourco = o 
a toutes ses racines doubles {voir § 93); et nous savons que le 
systeme peut dans ce cas prendre des oscillations propres qui ne 
sont pas harmoniques au sens restreint du mot, et prysentent des 
lignes cotidales (§§ 20, 49). 

Il n’est pas inutile de faire reinarquer encore que ce thyoreine 
de Laplace n’exige nullement que la mer recouvre tout le globe; 
seulement, s’il existe des continents, ils devi'ont ytre limitys par des 
paralleles. 

80. Thji;oreme 11. — La maree itiurne est nalle si la profon- 
deur est constante. — Pla^ons-nous d’abord dans le cas ou la pro- 
fondeur n’est fonction que de la latitude, et cherchons quelle doit 
etre la loi de profondeur pour que la marye diurne soil nulle. Pour 
cette marye, on a 5 = i . Prenons ygalement 

X = 0). 

En posant cette ygality,inons f;^isons une approximation, puisque 
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en realite 


X = 10 ) -I- 


Ce que nous dirons ne s’appliqiie done rigoureusement qu’a la 
inar^e diurne siderale, luais sera vrai aussi avec une grande ap- 
proximation pour la maree diurne solaire et lunaire, en raison de 
la petitesse de p* 

Pour I’onde diurne, G est proportionnel a sin 2 0 . 

Si nous supposons la maree nulle, = o, le bourrelet sera nul 
^galement et Ton aura aussi =0 : il en r^sulte done que 

cp = — sera proportionnel a sin 2 6 . 

En faisant 5=1, A = ^ u> et !^ = o, Tequation (12) devient 


d 

dS 


sin6 


do \ 

dej 


h \0 
sin 0 


d(hi COS0) 


= O, 


et la question qui se pose est de savoir quelle doit etre la valeur 
de Aj, e’est-a-dire de A, pour que cette Equation soit satisfaite 
lorsqu’on y fait cp = sin2 9 . 

En operant la substitution, nous avons 

Q.h[ sin6 COS 26 -H 2/11 cosO COS 26 — sin0 sin20 
— 2^1 cosO -T- 2 A'j 81112 0 COS0 — %hx sin 2 0 sin 0 == o 


ou, en r^duisant, 

o.h\ sin0(4cos2 0 — i) — 8Ai sinO sin 2 0 = o, 


d'ou 


h\ 4 sin 2 0 
hi 4 cos 20 — I 


i^( 4 cos=e-.) 


On en dediiit done 

/ — const, 

*“ 4cos2 0 — I ^ 

et, par suite, puisque = — o)^, 

A. = (i — 4cos^0)/ii = const. i > • ^ 

Cette condition ^tant n^cessaire elsuffisante pour quo F^quatioit 
soit satisfaite, le th^or^me est d^montr^. 

On relroave encore la infeme condition en suplidsgiiit qiie la pro- 
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fondeur depende a la fois de 6 et de A. Revenons, en effet, a Pequa- 
tion g^n^rale (6) qui contient et recommencons la precd- 
deate analyse. II faudra qu’en remplagant^ par zero, o par sin 2 9, 


X par 




I’^quation soil satisfaite. Cette Equation va 


se presenter ici sous forme complexe, et, comme hi est essentielle- 
ment reel, nous devrons annuler le coefficient de la partie imagi- 
naire. En tenant compte de ce que, pour Ponde diurne, on a 


h^z=. — Q.i cos6/zi, 


on voit que Tensemble des termes imaginaires est ^gal a 


'2 COS 6 ( I-f- 2 COS 2 0). 


On devra done avoir, pour que la mar^e diurne soit constam- 
ment nulle, 


dhi 


Par suite, la profondeur ne doit dependre que de la latitude et 
nous sommes ramends k I’analyse precedente, laquelle exige que 
la profondeur soit constante. II en resulte done que la iner devra 
recouvrir tout le globe. 


81 . Loi de profondeur pour laquelle la maree diurne serait pro- 
portionnelle a la mar^e statique. — Nous allons rechercher s’il 
existe une loi de profondeur de la mer telle que la hauteur de la 
mar^e diurne soit proportionnelle au terme correspondant du 
potentiel perturbateur. Nous supposons toujours que la profon- 
deur ne depende que de la latitude et, de plus, ici, que la mer 
recouvre le globe entier. 

C ^tant proportionnel k sin 2 9e*+, ^ devra contenir egalement ce 
facteur : ce sera done une fonction sph^rique du second ordre, et 
nous aurons 



Par suite, sera comme ^ et C proportionnel k sin 2 6e^+, et il 
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r^sulte de 

que cp devra ^tre proper tionnel a la meme quantile. 

Si done nous posons 

cp = a sin 2 6 

a et 6 ^tant des constantes, la substitution de ces valeurs dans 
F^quation (12) ou Fon aura fait pr^alablement 5 = i et)^=/(onous 
donnera, comme tout a Fheure, 

•la ^l-(4cos2 0 — 1 ) — ^ahx sin 20 = 6 sin 2 6 , 


e’est-a-dire, en tenant compte de ce que 

/ , 0 A N dhi dh , 7 . A 

(i — 4cos2e)-^ = _ -_4/iiSin2 0, 

— 2a ^ = 6 sin 26. 
aO 

On tire de la 

h = hail — ^ cos^O), 

ho et q etant deux constantes telles que qho = — 

Si la profondeur suit cette loi, la maree diurne sera proportion- 
nelle au terme correspondant du potenliel. 

On a d’ailleurs, immediatement, Fexpression de la hauteur de 
cette maree; en substituant dans Fexpression de 'Q les valeurs pro- 
portionnelles des difF^rents termes, on a, entre les coefficients, la 
relation 

/ -VO 47c6 

gb^h^a~\ T I, 

d’oii Ton tire, puisque g = et X- — — w-, 

6 = 

/ 3 co^ \ 

5 D -iffqhj 

Suivant la valeur q^ b pourra ^tre positif ou n^gatif, c’esl- 
a-dire que la inar^e diurne produite sera inverse ou directe par 
rapport a la raar^e* statifque. 
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Si ^ = o, la profondeur est uniforme, et I’on a C==o : on re- 
troQve bien le second iheoreme de Laplace. 


82. Loi de profondeur pour laquelle une oscillation contrainte 
quelconque serait proportionnelle au terms correspondant du po- 
tentiel — Nous pouvons nous poser une question plus g^nerale, 
eL rechercher s’il existe, pour une mer couvranl toutle globe, une 
loi de profondeur dependant de la lalitiide seule, et telle qu’une 
composante quelconque de la maree soit proportionnelle au terme 
correspondant du developpement du potentiel. 

Reprenons done I’equation ( 12 ), dans laquelle nous n’attribue- 
rons plus aucune valeur particuliere ni a 5 , ni a A. Quel que soit 
celiii des trois groupes auquel appartient I’onde consideree, C sera 
une fonction sph^rique du second ordre : il devra done en ^tre de 
meme de done de II" et, par suite, de o. Si nousposons alors 

cp = 0 

:= b/{ 6 ) 


/(6) etant la fonction spherique du second ordre qui figure dans 
I’expression de C, la question est de savoir quelle devra ^tre la va- 
leur de pour que I’equation ( 12 ) soit satisfaite. 

Or, il suffitpour cela que soit une constante. 

En effet, T^quation pent s’ecrire dans ce cas 


A, (coteg 


e’est-a-dire 


A. 



I 

20) 



sin^6 

T 



<3^9 2 0) 

df 


dr^ 



7 ^ 


En introduisant mamLenant, comme au paragraphe o7, une 
fonction de 9 et seulement, telle que pour /• = i on ait <p = ^, 
nous aurons 



2ci>n \ 


Or, ^ devant ^tre nne fonction spherique du second ordre, 
on a 
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Done, siir la surface libre, 




ou, en remplacant o et par leurs valeurs proportionnelles, 
/, = X°-/t b ^ 

La loi de profondeur chercliee est done 


h =- 


b (^i-h cos^e^ 
Ja profondeur a Pequateur etant 

Ao = • 


•= ^^0 ^ 


I 4- COS^O 


). 


/o (JiisS 


On voit que la loi de profondeur obtenue depend de X; elle ne 
peut done convenir que pour une composante d^termin^e, et non 
pour les autres. II n’j a pas de loi g^nerale permettant que toutes 
les ondes de la mar^e soient respectivement proportionnelles aux 
marges statiques correspondantes. 

Si la loi convient pour une composante, on aura ais^ment I’ex- 
pression de la mar^e correspondante. Nous avons, en efFet, tou- 
jours entre les coefficients a et b la relation 

gbr=\^a^ I, 

d'ou Ton tire 


b 

X2 


ii 

1 

0 

+ 

(ii£s\ 

'la ~~ r 


^i] 

X / 

^ ^ 


i 




1 3 

£r 1 T 


X* 1 

I’ 


Pour Tonde semi-diurne siderale, 1 = 3^*04, U Ifiisd^e 
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profondeur est 
et Ton a 


A. = Ao(l — cos2 0) 


h 


I 



83. Remarque. — est essentiellement negatif. Si done 

I I > 4 

nous aurons pour la profondeur h des valeurs qui seront toujours 
positives. Mais si, au contraire, 

|X2|<4(u^ 

la loi de profondeur nous donnerait pour h des valeurs qui seraient 
positives ou negatives suivant la latitude. 

Or, parmi les principales composantes isochrones du potentiel, 
nous n’en avons prdcis^ment aucune pour laquelle jXl^ato.La 
loi de profondeur ci-dessus trouvee conduirait done a des valeurs 
negatives inacceptables. 

Faut-il en conclure alors que notre equation est d^poiirvue de 
toute signification? 11 est possible de lui en conserver une, mais a 
condition de negliger ff'. 

Nous avons, en effet, pour chaque composante, deux paralleles 
syinetriques, separant des regions ou la profondeur de la mer de- 
vrait 6tre alternativement positive ou negative; si ces derni^res 
sont occupies par des continents, nous aurons une loi de profon- 
deur admissible, mais il est n^cessaire de ndgliger dans I’ana- 
lyse que nous avons precedemment faite, parce que ff' ne reste 

plusproporlionneU^^. 

II est d’ailleurs inutile de se pr^occuper de la condition aux 
limites qui est d’elle-m^me remplie puisque y reste finie. 

Pour les marges semi-diurnes, les continents se reduiront a de- 
petites zones circumpolaires. 

Pour les marges diurnes, leurs rivages co'mcideront k peu pres 
avec les paralleles de latitude 3o° ^cos6 = 

Enfin, pour les marges a longue pdriode, les mers se r^duiraient 
a une ^troite bande equatoriule. 

r. 
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Pour chacun de ces casjun changement dansle signe de Aq inter- 
vertirait les positions respectives des mers et des continents. 

84. 6tude de ^equation de Laplace d^apr^s les traraux de 
Hough. — Dans le Livre IV de la Mecaniq ue celeste^ Laplace a 
pousse plus loin I’etude de Inequation (12). 

Plus recemment, M. Hough, astronome a I’Observatoire du 
Cap, a public sur cette question un important Memoire, dans 
lequel il a determine compl^tement les oscillations propres et con- 
traintes dans I’hypothese d^une profondeur constante. 

Nous aliens donner ici line analyse des travaux de M. Hough, 
qui ont paru dans les Volumes CLXXXIX (1897) ^tCXCI(i898) 
des Philosophical Transactions of the Royal Society of 
London. 

85. La m^thode employee par M. Hough pour integrer Liqua- 
tion de Laplace est ime mithode de coefficients inditermines, dont 
le principe consiste a reprisenter Ja fonction «p par une sirie de 
fonctions sphiriques 

9 =2 r„x„. 

Les coefficients de ces series decroissent tres rapidement de 
part et d’autre du terme le plus importani, lequel n’a pas la meme 
place dans la serle snivant les solutions. 

Si, par exemple, pour une certaine solution, le terme le plus 
important est les coefficients 

Tp-flj FpH-2) 

F^— 15 • • 

decroissent tres rapidement. 

On peut done arriter les siries de part et d’autre du terme 
principal a iin certain rang, et Lon a alors un polynome limiti 
dont on determine les coefficients par la mithode des coefficients 
indeterminis. 
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que nous pouvons encore ^crire 

(Hi.-.) 

Rappelons que 

l^h 

^ X^-H 4to2 cos2 6 


Nous allons d’abord commencer par transformer ceite equation. 
Posons 

cosO = (J.j 
2 0 ) si 

"T“ 

nous aurons alors 

h 


: CT ==/? ; 


hi = 




Nous Introduirons aussi les notations symboliques suivantes : 


D<p = (r-|i=)^=-sin0^, 

Dcp -h = (D -h <T(A)cp. 


Remarquons que 

oto 

D|j.(f = (i — [i(i— = |xDtp-i-^D[j.; 

nous pourrons done ^crire sjmboliqueinent 

D jO. |JlD = I JJL®. 

Ecrivons aussi 

D2(p = D( D^). 

Nous aurons alors 

(Ds - )9 = sin9 ^ (sin 0 ^ = sin^ 0 ^x, 

dtant la fonction d^jasouventrencontr^e, ne dependant pas de/*, 
et ^gale k <ypour /' = i. Gomme la confusion n’est plus k craindre, 
nous ^crirons simplement Aep au lieu de Ay, et nous aurons le 
symbole 
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Enfin, nous aurons besoin de la formule 

(D — -I- G[JL) = 02 (j _ |jt.2)cr 

= (, — + cr) — ffS JJ ^2 

= (I— IJL2)(A -H C7) H- 52(1 


Si nous changeons t en — <7, nous aurons 

(D 4- <T^a)(D — (T|J.) = (l — JJ.2)(A— CT)-i-52(l— /2p.^). 


A I’aide de ces formules syinboHques, nous aliens pouvoir trans- 
former Tequadon de Laplace. 

Nous avons 

. ‘iO)Z5 . ^ . 

sin 0 ^ -h ^ ~ ^ ^ 


d’ou, en muldpliant par o-p. : 


• cos i 


‘10} IS , . 

C- p2 o 4 r COS B SI 


in6 ^ = — a(i(D — 






Tl en resulte qu’on a 

sinQ ^ (^hi sin 6 ^ 4- — hi o cos 6^ = D[Ai(D — 

— hi ^ 52 cp 4- COS0 sin6 ~ ^ = /ii or(j(.( D — <7{jt.)cp 4 - s^hi{f^ — i) 'p 

= Aicr(x(D — — s^k^. 

L’^quation ( 12 ) peul done s’^crire 

D[/ii(D — 4- A.ict(j.(D — ^ sin*Gj 

e’est-a-dire encore 

(i3) (0 4- a}jL)[/ii(D — o’H.)?] — 52 ^ 1 ^ = ^( 1 — |jl2). 


87. Pour int^grer cette Equation, M. Hough inLroduit deux 
functions auxiliaires cp< et fn d^finies par les relations suivantes : 

( 9 / 2 p. 2 )(y 2 , 

( (A 4- a)(!pii= 

Alors ndus aurons, en eiectuant rop^ralion I>— o-ft s^r M^ife- 
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miere de ces relations. 


(D - fftx)cp = (I — |X*)(A — 42(1 — /2fl2)(pi 

•+■0(1 —/^n^)tpi — <ry.(i 


et, comme 




il vient 

(D — (Tfjl)!p = (i — fJL 2 ){A 4 - cr)cpi-h 52(1 --y 2 jx 2 )cpi 

ce qui, en vertu des relations (14)7 se r^duit a 

(1 5 ) (D — (7{jL)cp = (i — /^ [jl2)[s2©i 4- (D — cr(j,)o2]. 

Si nous substituons les valeurs de cp et (D — fournies 
par (i 4 ) et (i 5 ), I’^quation (i 3 ) devient 

(16) (D 4- Qr(Jl)[A52^j A(D — <T{JI)«P2] 

’-s^AKD'h (TH.)^i 4 - (r— '/^fjL 2 )cp 2 ] = ^(i — {JL®). 

Dans le cas ou la profondeur h serait constante, les termes en cp, 
se detruisent et P^quation se reduit a 

A(D -4 — 'J(A)(p2“- 52(1 — /2 |Jt, 2 )Acp 2 = ^(l — 42)^ 

c’est-a-dire 

(17) A(A — <j)cp2= 

88. Integration dans le cas d^une profondeur constante. — Rap- 
pelons d’abord quelques notions gen^rales relatives aiix fonctions 
spheriques. 

Si y n est un poljnome homogene en^, y, satisfaisant k 
quation de Laplace AV == 0, on Fappelle polynome spherique ou 
harmonique solide de degr^ n. En exprimant a?, y^ 5 en coor- 
donndes polaires, nous aurons 

Y/i ^tant uniquement ime fonotion de et de p. = cosG, qu’on ap- 
pelle fonction spherique de degre n ou encore harmonique de 
surface. 
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11 y a 2/1 -h I fonctions spheriques de degr^ n ind^pendantes, et 
la fonction Y;^ la plus g^n^i'ale a pour expression 


Y„= 2 

s=s — n 


Les fonctions sont des fonctions de [a seulement ; ce sont des 
polynomes en jjl et y/i — [a- qui ne contiennent \/ 1 — qu’a des 
puissances de mime parite que s : on les appelle fonctions 
adjointes de degre n et de rang s, Elies ont pour expression a 
im facteur pres 






1 


La fonction adjointe de rang zero 




I 




n’est pas autre chose que le polynome de Legendre : on I’appelle 
aussi fonction harmonique zonale de degre n. 

Pour int^grer I’^quation (17), M. Hough introduit les harmo- 
niques de surface 


qui satisfont a la m^me Equation diff^rentielle que les fonctions 
adjointes 


A 

d^t. 




rf(X J 


n(Ai-f-j)(l— |a 2 )- 
1~|a2 


-P?,= o. 


Pour 5 = 0, elles se r^duisent au polynome de Legendre. 
Si /? < Sj toutes les fonctions de degr^ n sont nulles. 

Les fonctions adjointes satisfont a certaines relations de I'^cur- 
rence qui se deduisent ais^ment des relations analogues relatives 
aux polynomes de Legendre. 

On sait qu’on a 


et 


(71 -l-l)Pn^.l—(?-/2 -HI)pP/i-h/^Prt-.l'— O 

'I . , . 

Diff^rentions ^ fois la premiere de ces reiatiotis ; n^u^ obtien- 
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drons 


(«-+-') 




(2/2 -i- I) fJL 


d\x^ 


{'in H- 1)5 




-h tl 


P //— 1 
d\L^ 


= o 


et, en differentianL s — i fois la seconde, 


d]x^ 


D’ou Ton tire 


c(\i^ 


(2n-H I) 


d'^-^?n 


(n — s H- 1) 


d^ P/^-^-t 
d\k^ 


( 2/1 -+- l) JJL 


tin 

d[if 


-H ( /I -4- 5 ) 


d\j,^ 


= o, 


c’est-a-dire, en xnultipliantpar (1 — p.-)', 

(18) (/Z-~ 54 -l)P-;i+l~( 2/2 4 -l)l^Pl-H(/i-HS)Pf,_i = 0 . 


Cette premiere relation de recurrence entre les fonctions ad- 
jointes permet d’exprimer lineaireinent avec et . 

Pour obtenir une autre relation, o{i interviendront les d^rivees 
de ces fonctions, difierentions s — i fois Tequation 


d r > 2 . ^P n 


•/^(/^^- I)P 7 i= 0, 


alaqueile satisfont les polyaomes de Legendre; nous aurons 

c’est-a-dire, en multipliant par (1 — p-)-, 

diJ.^ 

on, en exprunant - en ionction de et ? 


IrJsP ids-iP 


dii^' 


P. ^ ( p.„, - .-s-, , = o. 


Si maintenant nous diminons au mojende la relation (18), 
nous obtiendrons 


(19) 


DPi = - 


n( n ' 


'in -f- 1 


'Pi. 


(n -h f)( n-+- $) 


2/1 -t- 1 


p,v 


Par consequent, 0 PJ^ s’exprime aussi lineairement en fonotion 
de Pf,_, et 
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Enfin, avec nos notations symboliques, Tequation differentielle 
a Jaquelle satisfont les fonctions adjointes pent s’ecrire 

( 20 ) APf, = — n(n-4-i)PJ. 

89. Geci pose, nous savons que, si la profondeur est constanle 
oil, plus generalement, fonction seulement de 9, on pourra satis- 
faire aux Equations du probleme a I’aide d’une fonction de la 
forme 

9 /( 6 ), 

$ etant un entier. 

S’il s’agil d’oscillations propres, cliaque oscillation propre se 
presentera sous la forme et sera caracteris^e par la va- 

leur de $. 

Dans le cas des oscillations contraintes, si nous considerons une 
composante isochrone de la force perturbatrice, represent^e 
par cette composante sera de la forme 

,9 ayant, suivant les cas, les valeurs o, zh i, zfc 2 , et la fonction cp 
aura encore la m^me forme. 

s caracterise done aussibien cliacune des oscillations contraintes 
que chacune des oscillations propi'es. 

La m^thode d’int^graiion de M. Hough consiste a repr^senter la 
hauteur de la mar^e par une s^rie de fonctions harmoniques de la 
forme PJ^, le nombre s ^tant determine. 

Dans cette serie, s restera ainsi constant, tandis que /t variera 
d’un terme a l^autre. 

Posons done, en laissant de c6l^ les facteurs exponeutiels, 




G 

=2v»P''> 

9 


9i 

II 

M 


=2 


( 21 ) 
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ces series de m^me rang s ayant leiirs termes nuls pour n < 5 . La 
sommation s’opere done de /i = 5 a = oo. C est une donn^e de la 
question. 

Les equations du probleme sont, d\me part, 

( 22 ) = — 

ensuite les relations (14)9 nous pouvons ecrire 

( <p = 92— •^(A + <j)cpi, 

(14) \ ^ 

[ (A cr)9i = 2/2 1JL92; 


enfin, I’equation (17) relative au cas de la profondeur constante 
(17) /l(A — CJ)02= C- 


Nous savons d’ailleurs, la mer ^tant supposee recouvrir tout le 
globe, que 


n"=-2 


4 TC 

2/1 -4- I 




Si, dans U^quation (aa), nous remplagons les quantit 4 s par 
leurs expressions (Jii), C nous donnera un lerme en cp un 

terme en un terme en PJ^, et C un terme en Yn 

suite, en dgalant dans les deux membres les coefficients dePJ^, nous 
obtiendrons une relation lineaire entre A^^, et Y,r 

Faisons la meme substitution dans la premiere des Equations (i 4 )- 
Nous aurons par (f un terme en F^PJ^. Remarquons qu^en ajoutant 
crp.P;J^ aux deux membres de Tequation (19), on a, en tenant compte 
de(i8), 


(D + .rtP-. = Pi.. + p,_^. 


2/1 I 


2/i -h I 


Par consequent, donnera des termes en et 

nous aurons done aussi, par les termes de de degres voisins, 
des termes en et PJ^. 

Quant k cp2, il nous fournira un terme en 

D’ou, en dgalant les coefficients de PJ^, une relation lineaire 
entre r;,, et 

La seconde des Equations (14)9 si nous rempla^ons dans le 
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second membre par sa valeur tiree de (i8), nous fournira une 
relation Hneaire entre et 

Enfin, la substitution dans (i 7 ) nous donne de suite une relation 
iineaire entre j 3 )'^ et 

Cette derniere vaut pour n — i et n -f- i ; de sorle qu’en reinon- 
taut, nous obtiendrons successivenient : 

Une relation Iineaire entre a)'^, 

Une relation Iineaire entre ? 

Et finalement une relation Iineaire entre A,^, 

Gomme C est une donnee, les Y connus et Fon pourra 
ainsi determiner les coefficients A^. 

La methode peut s’appliquer dans Loute sa gen^ralite a un po- 
tential perturbateur absolument quelconque, dont on pourra tou- 
jours exprimer Ja valeur en un point de la surface par une serie 
ddiarmoniques de surface, sous la forme 

A’ = 00 « = 00 

.v = 0 n=.v 

Mais, dans le cas des asLres, nous avons vu qu’en negligeaiit la 
quatrieme puissance de Fin verse de la distance, le potentiel effi- 
cace se r^duisait pratiquement a une fonction spherique d’ordre 2. 
11 n’y aura done, en general, a consid^rer dans Fexpression de ce 
potentiel que le terme en et nous aurons trois especes prin- 

cipales d’oscillations contraintes caracteris^es par des harmoniques 
de surface de rang 5 = 0, i , 2. Mais, pour chaciine de ces compo- 
santes, n pourra prendre toutes les valeurs posvsibles dans Fex- 
pression de la hauteur ^ qui se pr^sentera, en general, sous forme 
d’une suite illimitee. 

S’il s’agit des oscillations propres, tons les y sont nuls. 

Tel est le principe de la methode : il prooede directement de la 
voie qu’avait suivie Laplace, mais M. Hough a pouss^ les calculs 
beaucoup plus loin. 

90 . Cas d’une profondeur variable. — Les formules pr^c^dentes 
supposent que la profondeur est constante. Si nou« la supposons 
variable, tout en restant uniquement fonction de la latitude, il nous 
faudra remplacer F^quation (17) paries Equations (i 3 ) Ou (16)., 

P. — III. 


II 
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II sera, de plus, n^cessaire de se donuer la loi de profondeur. 
Supposonsj par exemple, que nous ayoiis 

h\ = const. 

L’^quation (i3) devient alors 

— fJL^) (A — (T)cp /2 {Jl2);Ii — A]cp = ^(l — 1^2), 

c’est-a-dire 

Ai (’A — cr)© == ^. 

On retroiive un resultat deja obtenu au paragraphe 82. Cette 
equation, jointe a requation ( 22 ), nous donnera tout de suite, sans 
avoir besoin de passer par I’interm^diaire des equations ( 14)5 
relation entre et Y,r 

On trouve facilement, par relimination de F'J,, 


^ 271 H- 1 , [ / S . 20)5n 

h n{n -h i) H r— 

G’est exactement ce que nous avions d^ja trouve pour n = 2 
(§ 82). 11 existe une certaine loi de profondeur, dependant de la 
p^riode, et pour laquelle I’oscillation produite aura tons ses termes 
proportionnels a ceux de la composante isochrone du potentiel 
perturbateur qui la determine. 

91. Supposons maintenant que nous ayons une loi de profon- 
deur donn^e par la formule 

la et ^tant des constantes. En negligeant les termes de I’ordre 
de cette hypothese revient a admettre que le fond des mers a 
la forme d’un ellipsoi’de de revolution. 

Si nous substituons cette valeur de A dans Tequation (i3), nous 
obtenons 

(D (D — y] — ^ 0 ? 

-h ?i[(DH-(r|i)(D — fffX) — s2(l— /2|X*)]<p = ^(l— fi*). 

Si, dans les termes en la^ nous rempla^ons par son expression 
en et 92 , les termes en se d^truiront et il restera simplement 
^o(i — — cr)o2. 
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Quant au coefficient de il est ^gal a (i — 

L’equation se reduit done a 

/o(A — C7)cp2 = ? 

Par consequent, dans la relation entre les coefficients fournie 
par (17) pour le cas d’une profondeur constante, il suffira de 
changer hen Iq et en ( A — a-). Or, nous avons 

(A — ff)© = — + 1) -f- 

et, par suite, 

^ — Zi(A — (j)cp = I -h Zi[/i(/i“h-i)-Hcj]rfij. 

Il faudra done changer en -|~ Z^ + i) + 

On voit que nous obtiendrons ainsi une relation lineaire 
entre r;^^_0 7 -^2-2? finalement une relation 

lineaire entre y^,, A^,_2, A^,, A^^2, e’est-a-dire un r^sul- 

tat de m^me nature. 

Pour les oscillations propres, tons les y sont nuls, et il reste une 
relation lineaire entre A^, A^^2* 

Dans le cas des oscillations contraintes, yg sera different de 
zero. Nous aurons done deux des relations, celles qui corres- 
pondent kn=: 2 el n = qtii contiendront un terme en y^ ; toutes 
les autres ne contiendront que consid^rait, 

pour plus de gen^^ralite, un potentiel exprim^ par une harmo- 
nique d’ordre /z, lenombre des relations contenant un terme en y^ 
serai t, en general, de trois. 

92 . En r^sum^, si nous d^signonspar des coefficients 

fonctions de /z, 5 et X dont Pexpression varie avec la loi de profon- 
deur, toutes les relations qui relieront entre eux trois coeffi- 
cients A;^^ successifs seront de la forme 

^=0 (oscillations propres) 

-HjKrt Afn.2 < = o ou proportionnel a yI 
f (oscillations contraintes). 

Cette Equation est valable pour toutes les valeurs ffe n Agale^ 
ou sup^rieures ^ 5, 4 condition de faire 

A^ = A|_j^ Af_j = 0. " ' 
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La premiere relation ne renfermera done, dans tons les cas, que 
deux coefficients. 

Les indices n qui figurent dans les relations successives etant 
tonjours de inline parite, nous aurons deux groupes de relations 
distincLs, suivant que n — s sera pair ou impair. 

Les oscillations correspondant a chaciin de ces groupes peuvent 
etre etudiees d’une maniere tout k fait semblable et ne different 
entre elles qu’en ce que les oscillations du premier groupe sont 
sjm^triques par rapport a T^quateur, tandis que cette sjmetrie 
n’existe pas pour n — s impair. 

Pour determiner les valeurs des coefficients, posons 

^n-2 •^n—2 ~ 2 

de telle sorte que chacune des relations ne contenant pas se 
presente sous la forme 

Les coefficients H etK peuvent s’exprimer a Paide de fractions 
continues. En efliet, nous avons 

done 

njn — * 

On en deduit, par substitutions successives, la fraction con- 
tinue 

1 /^ T'n 

^n+% M,v I 5 Tr.v s /W..S- — • . . • 

T .S’ 

^/l-h2 71 Dl 

De meme 

ns _ ^n7i ^ ^ ^n}'% 

^h+2 ^ 

Seulement cette derni^re fraction s’arr^tera, puisque, pour n <is^ 
= o ; nous aurons done un qui sera nul. 

11 n’en est pas de m^me de la premiere fraction continue qui 
sera illiinit^e puisque n croit; mais elle converge tres rapide- 
ment. 

S’il s’agit d'oscillations contraintes, nous aurons, suivant que la 
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profondeur est constante ou qu’elle suit la loi plus generale inipo- 
sant au fond la forme d’un ellipsoid e de revolution, une ou deux 
Equations renfermant Je terme en qui est connu. Comme X est 
^galement donne, les autres Equations nous permettront de cal- 
culernos fractions continues et d’en d^duire, par consequent, les 

En substituant le rapport ^ dans 1’ unique 




rapports — 

equation en r^, ou ^ dans laseconde des deux, nous obtiendi’ons 

une ou deux equations ne renfermant que le m^me nombre d’in- 
connues, soit A^, soit etA^. Dans chacun des cas on pourra 
done determiner de proche en proche tons les coefficients. 


93. Determination des periodes des oscillations propres. — S’il 
s’agit au contraire de determiner les oscillations propres, tous 
les sont nuls, mais }v est une iiiconnue qui figure dans toutes 
les equations 


Toutefois, on en connait gen^ralemenf une valeur approch^e. 
On pourra done, avec cette valeur, calculer les fractions conti- 
nues qui donnent ^«+ 2 ? comparer le r^sultat obtenu 

a L’applicatlon de la metliode de Newton permettra de deduire 
de cette compafaison la correction qu’il conviendra d’apporter a 
la valeur approchde de 

II s’agit done d’abord de determiner les valeurs approchees qui 
peuvent convenir a a. 

Supposoiis, pour fixer les idees, que la profondeur soit constante. 

Dans ce cas, les coefficients ajJj, et qui figurent dans 
la relation generale 


ont respectivement pour expressions 


Xu-' 


(n — — 5H-2) 

r 2 I ^ 


Lf, = 
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ea posant, pour abreger. 




, , ‘i to Si 

X2 n{n + ^)- — 


_ X 2 ^ 0 X (n — i)M 

^ ^ 7^2(2/i — l)(‘A/14-l) /l(/i ~ I) ^ 

(n-i-2)^(n. — 5-l-i)(/i~f-5 H- i) 

'2 to 5z: 1 

(n 1) (7^ 4- a) ^ 

On voit que, pour les grandes valeui's de n, et sont Ires 
petits; par consequent, on pent, en premiere approximation, se 
contenter de r^soudre I’equation 

L*Jj = o, 

c’est-a-dire 


A1-4^“=o. 


Prenons pour variables 


r = Af„ 

X 


et construisons la courbe de la fonction A,^ (j^S'- iq) • 


2.V 

^ ^ a; (n-i 

4 J . . 2^1 

ri^'{Q.7l — l)(27H-f) /i(^ — 0 — 

f/l-h2)2(7l— 5-+-l)(/H-5-hl) 

(,nH- 1)2(2714- r) (2/14-3) j^(7i 4- i ) (/i 4- a) — J 

Cette courbe passe par Torigine et elle a deux asymptotes pai'al- 
l^es a I’axe des jk, 

7 .S 

QQ - - , 

n{n — I) 

^ 25 

~ (/^ 4- 1) (n 4- 2)’ 


de part et d’autre desquellesjK change de signe. De plus, elle est 
asymptote k la parabole 

_ sx 

^ ^ 4/l(/l4-l)"^ 2 712(71 4-1)^ ’ 
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Si nous coupons cette courbe par la droite 
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Jes abscisses des points d’intersection nous fourniront les valeurs 
de qui sent racines de Fequation =: o. 

h etant essentiellement positif, nous aurons quatre racines 
reelles. 


Fig. 19* 



Ges quatre racines se partagerunt en deux groupes : 

D’une part, les racines extremes qui, pour les valeurs de 
suffisamment graiides, seront sensibJexnent sur la parabole asym- 
ptote et, par const^quenl, voisinesdes racines de Fequation en \ ; 


hgn 




n(n-^i) 


u to is 


4a)S 


d’autre pai't, les racines interm^diaires qui seront tres voi$ines 

. Q.S 


de 


et, — , . 

n{n — i) (/ 2 -T- i)(n ^ 2 ) 
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Comnie X = CL>^^, nous vojons que les periodes des oscillations 
propres pourront se repartir en deux classes, qui se distingueront 
par leurs valeurs limites quand la vitesse de rotation to tendra 
vers zero. 

Pour les oscillations de la premiere classe, correspondant aux 
racines extremes, la valeur de A tendra vers line valeur finie 
±: isjn{n + \)gnh- Nous relroiivons ainsi le resultat d^ja obtenu 
au paragraphe o7 en negligeant la force centrifuge coinposee. 

L’effet de cette force sera d’aiitant plus faible que les points 

d’iiitersection extremes de la courbe avec la droite y = 
seront plus voisins de la parabole asymptote, c’est-a-dire que A 
sera plus grand et /? plus grand. 

All contraire, pour les oscillations de la seconde classe, qui cor- 
respondent aux racines intermddiaires, lorsque to tendra vers zero, 

1 tendra ^galement vers zero, mais ^ tendra vers une limite finie. 

Les mouvements correspondants cesseraient d’etre oscillatoires si 
a rotation s’annulait et se reduiraient a des courants permanents; 
pour une tres faible valeur de la rotation, ils doniieraient des oscil- 
lations propres a tres longue p^riode. 

Remarquons que nos quatre racines ne sont pas, en general, 
egales deux a deux et de signes contraires. Or, nous savons que 
les racines de I’equation en doivent presenter ce caractere. Cette 
apparente contradiction tient a ce que nous n’avons ici qu’une 
partie des racines; pour les avoir toutes, il faudrait changer s 
en — Sj ce qui revient a changer ^ en — x dans les equations des 
trois asymptotes et, par suite, en — - L. 

94. Dans le cas particiiber ou ^== o, les deux dcrniers termes 
de Texpression de se reduisent a des constantes, et la courbe 
tout entiere se r^duit a une parabole ayant pour axe Taxe 
des y. 

Les deux racines interm^diaires s’annulent, et il reste seule- 
ment les deux racines extremes, qui sont dgales et de signes con- 
traires. 

On voit que, dans ce cas, les racines de la seconde classe sont 
nulles, m^me lorsque la vitesse de rotation a une valeur finie. 
Par consequent, des mouvements permanents peuvent se produire 
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sxir im globe tournant, mais ils seront necessairement exprimes 
par cles fonctions harmoniques zonales, c'est-a-dire auront lieu 
suivant des parallMes. 

Cette conclusion n’est actuellement etablie que dans Thypo- 
these d’une profondeur constante; nous verrons bientot qu’elle 
est encore vraie si la profondeur est uniquement fonction de la 
latitude, mais ne subsisle pas dans le cas plus general. 

95 . Lois de profondeur permettant d’exprimer les oscillations 
contraintes par des series limitees. Theoreme de Laplace. — Sup- 
posons que la loi de profondeur soit donn^e par la formule 

h == lx{ \ — /VM 

avec f= "^3 cherchons pour quelles valeurs des constantes 

nous pourrons obtenir sous forme finie Fexpression des oscilla- 
tions contraintes correspondantes. 

ISous avons entre les coefficients de m^me parite une serie 
d’equations de la forme 

■ I = un terme connu en yl pour les deux 
( premieres equations 
( = o pour les autres, 

la premiere de ces Equations ne contenant d’ailleurs que les deux 
coefficients de plusfaible indice. 

Avec la loi de profondeur consid^ree, les coefficients 
sont ^gaux aux coefficients correspond ants dans le cas d’une pro- 
fondeur constante, respectivement multiplies par les facteurs 

pour 

F/ X/ Ox , 

pour 

Supposons que la loi de profondeur soit telle que nous ayons 

Xp = 0, 



c’est-a-dire 
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Nous aiirons egalement 
et nos equations se pr^senteront sous la forme 


— L| 

K ~ Ya 

-HK 


xlAl — L-'A| 

= 0 , 

•^p-s-Ap—i — Lp—oAp. 

-2 = 0, 

A '■ T \ 

•^p— 2-f^p— 2 ■•-'p-'^p 

-i- J^p ApH-2 == 0, 

i^p-H2 Ap^-2 - 4 - JKpH-2 Ap-f-4 — 0, 

a?p_l_2Ap4_2 Lp+i Ap_f-4 -l-yp-^4 Ap-j-6 == 0, 


Si done nous faisons 

Ap_i _2 = Ap4.4 — ApH_c = . . , = o, 

les I premieres equations nous donneront les ^ inconnues A^, 

A 4 , Ap, tandis que toutes les equations restantes sont satis- 
faites d’elles-m^mes. 

Nos series seront, par suite, limitees et se termineront par un 
terme en Pp . 

Ainsi, il existe une loi de profondeur fonction de la latitude et 
dependant de la periode, et telle que les quantitds cp, ... seront 
des polynomes entiers d’ordre p en p.. 

La rn^me d(5inonstration s’appliquerait an cas d’un potentiel 
perturbateur reprdsente par une harmonique de surface d’ordre n; 
la place des Equations contenant le terme en serait seule chan- 
gee dans la s^rie, et nous en aurions trois en g^ndral. 

p est n^cessairement toujours de m^me parite que Poi’dre du 
potentiel perturbateur; mais, que p — s soit pair ou impair, nous 
aurons toujours autant d^dquations que d’inconnues. 

96. Si, au lieu d’ oscillations contraintes, nous avons affaire aux 
oscillations propres, les m^mes Equations seront satisfaites dans 
les m^mes conditions, pourvu que 'k soit une racine de Pdquation 
obtenue en ^galant a zdro le determinant des coefficients des 
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Ces oscillations particulieres pourront done egalement s’exprinier 
par une serie d’un nombre fini de termes. 

97. R6sultatsnuin6riques obtenus par M. Hougb. — 1. Gas ou .9 = o . 
— Dans la premiere Partie de son M^moire, M. Hough discute 
uniquement le cas de s = o. Les solutions obteniies ne dependent 
pas alors de la longitude, et s’expriment par des harmoniques zo- 
nales ; tout est done symetrique par rapport a Faxe de rotation, 
el nous avons les oscillations de la premiere espece de Laplace. 

En se placanl dans Thypothese d’une profondeur constante, 
M. Hough a calcule les oscillations propres et les oscillations con- 
traintes d’une iner recouvrant toutle globe pour differentes valeurs 
de la profondeur. 

98. A.. Oscillations propres. — Pour trouver les periodes, on 
resout, pour differentes valeurs de /2, Tequation 

\jfi = o, 

qui ne nous donne ici que deux valeui's egales et de signes con- 
traires pour puis la coinparaison de la valeur obtenue avec 
Tequation 

L;j H71-_2 K/f — 2 = o 

permet de determiner la valeur cxacte de X. 

On a eiisuite aisement les coefficients de la s^rie exprimant 
la hauteur de I’oscillation correspondante. 

Pour certaines de ces oscillations, n sera toujours pair, et, si 
nous consid^rons, par suite, deux points de latitudes Egales et de 
signes contraires, ces deux points auronl le inline Pour les autres 
oscillations, n est toujours impair et, de part et d'autre de F^qua- 
teur, ^ se change en — C 

1^" Types symetriques : n pair. — Par la m^thode indiqu^e, 
M. Hough a calculi les six premieres racines de Fequation aux 
periodes, et cela pour quatre profondeurs differentes de Focean, 

correspondanl respectiyement aux valeurs de Egales a 

I I I I 

40 10 5 
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le rayon de la Terre ^tanl pris pour unite; ceci correspond pour A 
aux profondeurs 

^kra gkm 

Les periodes d’oscillations propres sont estimees en temps side- 
ral ; on a calculi egalement la valeur de ces periodes dans le cas 
ou I’on ne tiendraitpas comptede la rotation [X- = n{n-\- i)gnh\ 
La Table suivante resume les resultats obtenus. 


Pro- 

foncleur. n=z2. 

1 Valeur de la periode. 18. 3 
» (sans rotation). 32.49 
Valeur de la periode. [5.ii 
» (sans rotation). 23.12 
Valeur de la periode. 12.28 
)> (sansrolation). 16. 25 
Valeur de la periode. 9.52 
)) (sansrotation). ii.35 


71 = 

-■k. 

71 = 6. 

/^ = 8. 

71 = 10 . 

n- 

:I2. 

h 

Q] 

h m 

h m 

h in 

h 

ni 

12 . 

i3 

9.43 

7-59 

6.43 

5. 

46 

17- 

3o 

11.58 

9. 5 

7.20 

6. 

9 

ro. 

0 

7.33 

6. 0 

4.57 

4. 

12 

12. 

23 

8.28 

6.26 

5. II 

4. 

21 

7* 

47 

5.38 

.{.23 

3.35 

3. 

I 

8. 

45 

5.59 

4.33 

3.40 

3. 

4 

5. 

49 

4 . 6 

3. 9 

2.33 

2. 

9 

6. 

1 1 

4 . i4 

3.i3 

2.36 

2. 

10 



On voit que Tinfluence de la rotation est considerable, surtout 
pour les faibles valeurs de n et les profondeurs moyennes. 

Sur la Terre reelle, cette influence est beaucoup moins grande, 
parce que la mer ne recouvre pas le globe entier; elle serait negli- 
geable dans un canal dtroit. 

2 " Types dfssymetriques : n impair, — Le calcul offre ici 
moins d’inter^t, parce que ces oscillations n’interviennent pas dans 
les marges rdelles. 

Voici ndanmoinsles rdsultats obtenus par M. Hough : 


Pro- 

fondeur. 



Valeur de la periode. 

)) (sans rotation), 
Valeur de la periode. 

» (sans rotation). 
Valeur de la periode. 

)) (sans rotation). 
Valeur de la pdriode. 
» (sans rotation). 


71 = I. 

n = 3. 

71 = 5. 

h m 

h m 

it m 

30.29 

[4.15 

10. 5o 

59-^7 

22.49 

14 . i3 

25.28 

1 1.54 

8.38 

41.55 

16 . 8 

10. 3 

20.59 

9.33 

6.33 

29.39 

11.25 

7- 7 

i6.5i 

7-19 

4-49 

20.58 

8. 4 

5. I 


/i = 7. 72 = 9. 71=11. 
Ii ni h in li m 

8.^7 7.18 6.12 
10.20 8. 7 6.41 
6.42 0.26 4»33 

7.18 5.44 444 

4.56 3.56 3 .i 6 
5.10 4 . 4 3.21 
3.34 2.49 2.20 
3.39 2.52 2.22 


99. Expression de la hauteur des oscillations propres. — Nous 
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avons les relations generales 

A/'-l-O K.;»4.2 A;»_2 H;>_2 

A y» I' A/‘ OP 

qui s’ecrivent ici, en tenant compte des valeiirs de x']^ et 
pour ^ = o, 

=(ar-i-3)(2r-i-5)Kr+2, 

^ =( 2 /-- 3 )( 2 /'-t)H,. 2 , 

rVy. 

et nous avons vii comment on pent ^valuer les H et les K a Faide 
de fractions continues. 

On poLirra ainsi, de proche en proche, evaluertous les coeffi- 
cients en fonction de Fun d’eux, A,^, pris arbitrairement, et nous 
aurons pour Fexpression de la serie 

2 ; = — i)( 2 /i — 3 ) ( 2/1 — 5 ) ( 2/1 — P «_4 

- 4 - (2 j % — I ) (2 ti — 3 ) H/2— 2 P rt— 2’4-P (2 /1-+-3 j(2 /n- 5 ) F /j-h2 

-H (2/1 -H 3 ) (2/i H- 5)(2/1 -f- 7) (2/Z -i- 9)K«4.2K„-+.4Pn-h4-4-...], 

oi'i A est la racine de Fdquation aux p^riodes correspondant a la 
valeur n, Les termes de part et d’autre de convergent tres rapi- 
dement. 

Si Fon avait suppose la rotation nulle, Fexpression de "Q se r^- 
duirait au terme en P/^, parce que les coefficients H et K sont 
alors nuls. 

Voici les valeurs de la fonction ® correspondant aux deux pre- 
mieres oscillations propres envisag^es ci-dessus, pour les diverses 


profondeurs : 

km 

2. . . 

p2— I , 27 p 4 - 4 - 0,53 Pe— 0 , I 1 Pg H- 

/i = 2 

4... 

p2— 0 , 75 P 4 H- 0 ,I 7 p 6 — 0,02P8 -H 

8. .. 

p2 — 0 , 4 oP 4 4 - 0,05 Pg — o,oo 3 Ps-h 

1 

17... 

P2 — o,2r P4-h 0,01 Pg — . . . 

1 

2. . . 

0, 24 p2 “P P 4 ’~“ 0 , 88 Pg - h 0 , 26 Pg — . 

1 

/i = 4 ' 

i 

! 4 --- 
1 8... 

0 , 1 3 i ^2 " 4 - P4 0,41^6*4-0, 06 Pg — . 
0,07 Po-H P4— 0,20 Pg-H 0,01 Pg— . 

1 

[ 

17. .. 

o,o 3 P2H- P4-~ 0, mPgH- 



174 PREMIEnK PARTIE. — CHAPITRE VII. 

Plus la valeur de ri est grande, plus Toscillation correspondante 
se rapproche du terme P^. 

On aurait des series analogues pour les types dissymetriques. 


dOO. B. Oscillations contraintes, — Si nous avons un poten- 
tiel perUirbateur 

nos equations seront les memes que celles des oscillations propres 
a Pexception de celle contenant le terme en dont le second 

membre, au lieu d’etre nuL sera egal a 4^* 

On en deduit 

A ^ 

4 ( W /2-2 Jj/i ■+" ) 

et si, dans I’expression de la hauteur ^ de Toscillation propre cor- 
respondant a la ineme valeiir de / 2 , nous remplagons kn par cette 
valeur, nous aurons la hauteur de I’oscillation contrainte. Ici,Xest 
donne et, par suite, H, 2_2 — L/^ -h On voitque, siXestvoisin 
d’une des racines de I’equation 

B/i -2 — I Vi ”H- = O, 


roscillation contrainte prendra ime tres grande amplitude. 

Or, cette Equation est precis^ment celle qui determine les pe- 
riodesdes oscillations propres : nous retrouvons ainsi I’influence 
dll ph^nomtee general de resonance. 

11 est int^ressantde comparer la hauteurde Foscillation contrainte 
ainsi calcul^e k la hauteur que donnerait I ’application pure et 
simple de la th^orie de I’^quilibre, soit 

to = P« ( F P« ( fJt ) 

6 n 

On a ainsi 


^ 

Ko 4 — Ij/i H- K«+2 ) 

(an — i)(2n — 3)(a/i - 5)(2n - 7 )H„^ 2 H;i _4 

-4- (an — i)(an — 3) H/i_2 P/i— 2"+“B«4-(2n-{-3)(2n-H 5)K/t-(-gP;i+2 

-H(2n-H3)(2n4-5)(2n-h7)(2n4-9;K„+2 Kn+!,Pn+^ -H...]. 

Le seul cas int^ressant pour la theorie des marges est celui 
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de /^ = 2 , qui donne 

rP.2-{-7.9K4P4-+-7.9-ii*i3K4K6P6-f-...)- 

M. Hough a calcule le rapport de la maree reel I e a la maree 
d’equilibre pourles quatre valeurs de la profondeur deja conside- 
rees. On trouve ainsi dans le cas de la marde semi-mensuelle 
lunaire 



^0 ( ^4 — J-'a ) P 2 


\\ ^ = o,267P2— o, 168P4-4- o,o 4 gp 6 . . . , 

0,4o8 P2 — O, 167 P4-1- 0,029 Pfi. . . , 

0,570 p2 — O, I39P4-+- OjOlSPfi - . . , 

0,721 P2— 0,097 P4H-0,Oo5P6 

101. Imaginons maintenant que nous passions k la limite, en 
faisant tendre )vvers zero; nous obtiendrons des series qui different 
extr^mement peu de celles que nous venons de] donner pour la 
mar^e raensuelJe semi-lunaire. 

Ces series representent de m^me tres fid^lement les marees 
solaires a longue p^riode. 

Par consequent, les marees a longue p^riode, lorsqu’on fait 
tendre "k vers z^ro, ne tendent pas vers la mar^e de la th^orie de 

IMquilibre, puisque ^ ne se r^duit*pas a Funite; elles tendront 

done vers ce que nous avons appel^lamar^estatiquedeladeuxi^me 
sorte. 

La difference est loin d’etre negligeable, car, si I’on calcule les 
differentes fonctions zonales qui figurent dans le rapport des deux 
marees, on trouve pour I’equateur et le p61e les valeurs suivantes 
de ce rapport : 


Profondeurs. 


fiquateur. 

P 61 e. 

km 

2 


. . . 0,38 

0, 10 

4 


. .. 0,52 

0,24 

8 


0,65 

0,23 

V 

...... 

0,79 

0,62 


hg I 

4 0)2 40 ’ 

I 

20 ^ 

I 

— j 
10 

I 

5 ’ 
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La difference est done considerable; toutefois, elle esL beaucoup 
moins grande dans la realit<5, e’est-a-dire quand il y a des conti- 
nents. 

102. II. Cas ou a 72^0. — L’exainen de ce cas, qiii fait Tobjet 
de la seconde Partie du Memolre deM. Hough, concerne les oscilla- 
tions qui dependent de la longitude et s’expriment par des func- 
tions harmoniques de sui'face. C’est dans cette classeque renlrent 
les oscillations de seconde et de troisieine espece de Laplace. 

M. Hough a montre Texistence d’une classe particuliere d’os- 
cillations propres, et c’est la un des resultals les plus interessants 
de son travail. 

103. A. Oscillations propres, — Nous avons vu que ces oscil- 
lations, dont les periodes dependent de co, peuvent se repartir en 
deux classes, selon que \ tend ou non vers une valeur finie 
lorsque la vitesse de rotation tend vers z^ro : les oscillations de 
la seconde classe auront des periodes tres longues. 

Nous avons indiqu^ aussi comment pouvait se faire le calcul des 
periodes, et nous donnerons seulement ici les resultats numeriques 
obtenus, 

II convient dgalementde distinguer dans chaque classe les types 
symetriqiies et les types dissymetriques, selon que n — s est pair 
ou impair; mais toutes ces oscillations ne presentent pas un egal 
int^r^t. Dans les Tables qui suivent, les periodes sont exprim^es 
en temps sid^ral : 

Glasse I. 








4** 

IX 



gkm 




17k, 





: I . 

s = 

2. 

s — 

: I. 

5 = 

2. 

s = 

: I. 

s — 

: 2. 

5 = 

: 1. 

5=2. 



h 

Q) 

h 

ni 

ii 

m 

tl 

m 

h 

tu 

ii 

m 

h 

m 

h m 

n 

= a. . . 

5 .4. 

%l 

17 - 

59 

12, 

5 r 

i 4 * 

52 

1 I . 

5 

12. 

I 

9 * 

8 

9.24 

( 24. 

24 

38 . 

34 

19 - 

\ () 

26. 

54 

> 4 . 

5 () 

18. 

4 o 

II . 

6 

12.5*5 

ti 

— 7 x 

S "• 

36 

12. 

5 

9 - 

45' 

9 * 

5 i 

7. 

40 

7. 

40 

5 . 

46 

3.44 


— 4. . . 

( i 3 . 

10 

* 4 . 

28 

10. 

29 

II . 

8 

8. 

i 

8. 


5 . 

56 

6 . 4 








Classe 

JJ, 










j 

tt 

j 

u 

j 

1 1 , ^ A 

' h' 

1 

tl 

'i 

h 

j 

h 

J 

h 

J 

n 

= I . . . 

I . 

i 3 



I . 


» 


* • 

5 

» 

I 


3 

» 

n 

= 'A. . . 

16. 

0 

6. 

0 

II; 


4 ^ 

r? , 

.8. 

2f 

3 . 

22 

7 - 

1 1 

3 .n 

n 


^6* 

40 

4^. 

5 

40 J 


9 - 

m . 5 


: 

s. 

17 

16. 

9 

QO 
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Ayant les periodes, on calcuiera aisement les expressions de t 
et de (D et, par consequent, des composantes du ddplacement. 

Dans chaque sene, le terme qui renferme est predominant el 
suffit, a lui seal, pour determiner avec une approximation suffi- 
sante la position des parallMes nodaux. 

Les oscillations obtenues sont des ondes se propageant autoiir 

de la sphere avec une vitesse angiilaire uniforine \ par rapport a 

I’axe polaire et comprenant sur chaque parallele tin nombre de 
crates et de creux egal a s Les valeurs positives de X corres- 
pondent a desondes se propageant en sens inverse de la rotation, 
c'est-a-dire vers POuest; les valeurs negatives a des ondes se pro- 
pageant vers I’Est. 

Pour les oscillations de la seconde classe, nous n’avons que des 
valeurs positives de A, il y aura uniquement propagation vers 
rOuest. 

Les trajectoires des molecules liquides sont des ellipses ayant 
leurs axes dirig^s suivant les m^ridiens et les paralleles. Si to tend 
vers z^ro, les oscillations de la seconde classe se r^duiront k des 
mouvements permanents n’apportant aucune deformation a la sur- 
face lib re. 


104. B. Oscillations contraintes. — Si nous avons un potentiel 
perturbateur 

nous obtiendrons de la mime maniere qu’au paragraphe 100, 
pour le cas de5 = 0 , la profondeur etant toujours suppos^e con- 
stante, 

A.5 , 


d*oh,' en tenSint coi^pte des relations entre les coefficients suc- 
cessifo, 


HI 
















Pi- 


P(^-2 pj 


PI 

f i 


'I 1 ( I* 


,! J * ( ; . H ? , , ; j ' ! 1 , ( i , i > 


I is ' i i K .j I i I \ ^ ^ i i i \ 
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pas necessairement : ce sera le terme Pp, tel que la valeur de X 
qui entre dans Pexpression du potentiel perturbateur soil tres 
voisine de Pune des valeurs correspondantes relatives aux oscilla- 
tions pro pres, d^duites de liquation Lp = o. 

Dans le cas des marees reelles, nous aurons /^ = 2 , et I’expres- 
sion de la surelevation sera 




4 Cl>2 


— L 2 -+- K 4 \ 


rl ^ yi n 



Si nous calculions cette surelevation d’apres la tlieorie de I’^qiii- 
libre, on obtiendrait 

d’ou 


?o 





Kj Kj 

rlrl 


p^ 



M. Hough a calculi ce rapport pour diverses oscillations con- 
traintes . 


105. Mar6e solaire semi-diurne. — On a, pour les dilF^rentes 
profondeurs : 

Profondeur. 


km ^ 

P|^=— 1 ,95P|— 2,i3P|-ho,8iP| — . . . 

4 — o,83P|h- o,22P2^ — o,o3P|-h... 

8 — i9i,93P|-h i5,7oPJ — o,8[ P|H-. . . 

17 t, 96P|— o,o 7 P|-h 


A Faide d’une Table de fonctions sph^riques, on peut calculer 
la valeur num^rique de ces series pour diff^rentes latitudes; c’est 
ainsi qu’a F^quateur le rapport de la mar^e djnamique k la mar 6 e 
d’^quilibre a, pour les profondeurs consid^r^es, la valeur 

■+-7j95, —1,50, t~234,B7, h-2,i4. 

On voit que dans un oc^an de profondeur superieure a 17 **“^ la 
mar^e solaire semi-diurnef ser^it^ directe k F^quateur; la profon- 
deur d^croissant, cette mar 6 e devient de plus en plus considerable 
et chantge de signepourmte .^^afeur pa^ofondei^ un 
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peu superieure a elle reste alors invers^e, en diminuant d’am- 
plitude, jusqu’a une seconde profondeur critique un peu supe- 
rieure a 

Le tres grand coefficient de pour la profondeur de 8^”" tient 
a un ph^nomene de resonance. Si nous nous reportons, en efFet, 
a la Table des periodes des oscillations pro pres, nous trouvons 
a pour n = 2 et s = 2^ une periode de 12 heures i minute. 
II y a done concordance presque parfaite avec la mar^e solaire 
senii-diurne : d’ou la resonance. 

Pour 2*^“, nous avons bien une oscillation propre dont la pe- 
riode est de 12 heures 5 minutes; ce simple ecart de 4 minutes 
suffit pour reduire de beaucoup la resonance et ne produire 
qu’une mar^e qui est moins de 10 fois superieure a la maree d’e- 
quilibre. 

Les chiffres donnes ci-dessus tiennent compte de I’attraction du 
bourrelet liquide; en la negligeant, on obtiendrait d^au tres series 
dont les premiers termes sont respectivement 

-HIjOqPI, — i)07P|, -h9,34Pi, 

et qui donnent a I’equateur, pour le rapport de la mar^e reelle a 
la maree d'equilibre, les valeurs 

— 7,43, -1,82, 4-11,26, -41,92. 

Lhnfluence du bourrelet est done assez considerable; d’une 
part, elle augmente la valeur du rapport, sauf dans le dernier cas 
de profondeur; d’autre part, dans deux des cas, le signe de la 
maree est interverti. Cela tient k ce qu’une tres faible variation 
dans la hauteur suffit k deplacer la valeur de h pour laquelle la 
periode de Toscillation c5ntrainte est egalc a celle d’une oscillation 
propre. 

106. Maree Itmaire ssomi-diume. — Par des calculs analogues 
on obtient : 

Profondeur. 

kra r 

2 ....t P|^ fOyloP| 4- 0,58^4 ^ • 

^ ^06 P| 4- o,24 Pf ■4- b-, . L 

8 1 ^ 9,fi2P| — 0,71 P|4 -o,o 4F|— .. 

i iu! f ' ’ I i<MPi|-s-f>i,o6P|T4*.u * ' » ''5 
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Ges series donneut, a I’equateur, pour le rapport de la maree 
dynamique reelle a la maree d’equilibre, les valeurs 

— 2 , 4 ^, H-ii,07, -HI, 92. 

La comparaison de ces valeurs avec celles obtenues pour la 
maree solaire semi-diiirne inontre que pour la profondeur de 2^”^ 
la maree solaire est directe, tandis que la maree lunaire est in- 
vers^e; le contraire arrive pour la profondeur de 

Gela tienl a ce que les valeurs critiques de la profondeur sont 
2100’“ et 8^00’“ pour la inar^e solaire, tandis qu’elles sont 1900“^ 
et pour la maree lunaire. II existerait, par suite, deux 

limites de profondeur, entre 1900*” et 2100^“ d’une part, puis entre 
7800”^ et 8700“ d^autre part, pour lesquelles rune des marees se- 
rait inversee sans que I’autre le soit. 

Pour ces profondeurs, le phenomene usuel des marees de syzy- 
gies et de quadratures serait invers<§ : les plus hautes marges se 
produiraient a I’epoque des quadratures et les plus basses ^F^poque 
des pleines et nouvelles lunes. 

Si la mer recouvrait tout le globe, il faudrait done conclure de 
Failure des marges reelles que la profondeur de Foc^an n’est pas 
comprise entre ces limites et que, par suite, cet ocean n’est sus- 
ceptible d’aucune oscillation propre dont la p^riode soit comprise 
entre 12 heures lunaires et 12 heures solaix'es. 

On trouve dans le M^moire de M. Hough quelques cal- 
culs analogues relatifs au cas ou la profondeur est exprim^e 
par une loi de la forme 

A = a -H P 

107 . Maries diumes. — La profondeur ^tant suppos^e con- 
^lamt^^ nous savons^ en vertu du ih^oreme de Laplace (§ 80 ), que 
les oscSilalions de la seconde esp6ce sont nulles. Seulement, ce 
r^sullat ne s^applique en toute rigueur qu ’4 la mar^e sid^rale pour 
laquelie coridilion est assez approximativement 

rdalisde el|e F^st moins pour 

la mar^e He -sertot pas rigoureu- 

sement^nuBfe^lf ; i j ij i i ; IG T 

Pour les quiafiie; eu ce qui 
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concerne la maree lunaire : 

Profondeur. 

km y 

a...* — o,o8P| H- o,o3 PI . 

“ Qo 


4 — o, 17 PJ -f- o,oj PJ.-— . . . 

B — 0,41 P^ 0,07 PJ. — ... 

17 — 1 , 44 ^ 2 -+' 0,1-2 Pj — . . . 


On voit que cette maree est inversee, et que, pour une grande 
profondeur, elle arrive a ^tre sup^rieure a ce que serait la maree 
statique de premiere sorte. 

Cela tient d’abord a ce que A s’ecarte un peu de ico; mais cette 
raison ne suffit pas, car pour les autres profondeurs la mar^e 
est tres faible. Nous nous trouvons, ici encore, en pi'^sence d’un 
ph^nomtee de resonance. L’oscillation contrainte considerde a, 
en elFet, une periode d’un joiir lunaire, soit environ 1 jour i heure. 
Or, si nous nous reportons au Tableau des oscillations propres, 
nous voyons que la premiere oscillation de la deuxi^me classe a 
pr^cis^ment une periode qui tend vers cette valeur. 

Pour une profondeur plus grande, on aurait une resonance 
plus parfaite : d’oii la derogation apparente au theoreme de La- 
place. 
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CHAPITRE YIII. 

^ITUDE DES MARIES STATIQUES DE LA SEGONDE SORTE. 
INFLUENCE DU FROTTEMENT. 


108. Nous avons vu (§101) que les marees a longue periode 
calcul^es par la methode de M. Hough ne tendent pas vers la maree 
statique de la premiere sorte, lorsque X tend vers z^ro, et que la 
dil?6rence ^tait assez considerable - 

Ce resultat est de nature a modifier les idees generalement 
recues au snjet des marees a longue periode. Jusqu’ici, on les 
calculait, d^apr^s Newton el Laplace, par la thdorie de Tequilibre, 
ainsi que nous Favons fait au Chapitre III : la discordance est 
trop importante pour que cette methode soit legitime, et il y a 
lieu d’etudier specialement les marees statiques de la deuxieme 
soi'te. 

Mais une autre question se pose. Nous savons (§26) que s’il 
existe im frottement, si faible soil~il, la limite des marees a longue 
periode, lorsque X tend vers zero, doit etre la maree statique de 
premiere sorte. Comme on ne peut admettre que le frottement 
soit rigoureusement nul, il semblerait done que les conclusions de 
M. Hough soienl erronees. Cependant, il convient d’examiner la 
question d’un peu plus pres. Ge que nous appelons marees dc 
longue pdriode, ce sont, par example, les marees semi-mensuelles, 
mensuelles, annuelles, etc. ; les plus importantes ont leurs pe~ 
riodes variant de 1 5 jours k un an. 

Est-ce assez long pour qu*on puisse faire X = o et vers quelle 
limite tendra-t-om ? De deux choses Tune : ou bien le frottement 
aura le temps de se faire sentir, et alors nous aurons une maree de 
la premiere sorte ; ou bien son inflnenoe ne sera pas appreciable, 
et la maree sera de ddilxienie sorie. 

Nous verrons qufil faut une dizaine d^annees pour que le frot- 
tement puisse ise f^resdntrr^ pair bcmse^Jiient^ fes marees annuelles 
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et de periodes plus courtes seront bien de la deaxieme sorte ; 
au conti'aire, la maree ayant pour periode i8 ans serait une maree 
de premiere sorte, que Ton devrait calciiier par la theorie de 
^quilibre. 

109* Gonsiderons done une force pertiirbairice de tres 
longue periode. En supposant que Finfluence du frottement soil 
n^gligeable pendant la periode de Foscillation, la surface des mers 
prendra une forme d’^quilibre qui diff^rera de la figure d’equilibre 
statique proprement dite. Ainsi que nous Favons vu au Chapitre I 
(§ 22-23), les parametres qa se r^diiisent a des constantes, et les 
parametres qi sont proportionnels au temps * les d^rivees sont 
constantes, mais non nulles. II en resulte que cet ^tat particulier 
d’equilibre est caracterise par Fexistence de courants continus qui 
regnent sous la surface hbre, sans alterer $a forme. 

Voyons ce que peuvent ^tre de semblables courants. 

Reprenons les equations du mouvement d’un liquide tournant 
autour de Faxe des 5. 


d'-u. 

dv 

d(y- 

Pi 

dti 

-20)^ = 

dx 


d^v 

dP 

du 

diy- 

dy 

■P) 

d- w 


rf(V — 

£l 

dP 


dz 



Les courants 6tant permanents, nous aurons 


du, . 

— ^ const., 


d^> 

dt 

dw 

w 


p' = const., 
const 


JD’autre part, on a 


d^u . ,di€ fdu 

dP' dm 




^ ' ’ 11 ’ ^ M 1 i I . n ' I : I H ^ ^ ^ > H I < J ' I ' ^ r 

;*aaisi^ dains ie8i$i4|'S^j,iie|i4ipl?«osm(eiils (Jesio^aMeules Stent des 

files 
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les termes tels que u' ^ sont da second ordre, et Tacceleration'se 

reduira a ?/, c’est-a-dire a zero. 

Les equations dii moiivement de\iennent alors 

, d(y-p) 

— *2 0 ) V = ^ ^ 

dx 

, d{\ — p) 

2 0)14 = 7 — > 

dy 

_ d{y-p) 

dz 

11 en resulte que 


c’est-a-dire que 


— dx -V- u' dy 


est une differ entielle exacte. 

Par consequent, il faut d’abord que et ne dependent qtie 
de X etjK, soil 


et ensuite que 


du' _ dd 
dz dz 


du’ dd _ 
dx ^ dy ^ 


ce qui, joint a Pdquation de contmuite, donne finaleinent 

du' dd dvd 
dz ~ dz ~ dz 


Ainsi, les composantes u\ d^ w’ de la vitesse d’une molecule ne 
dependent pas de z, 

L’axe des z est Taxe de rotation de la Terre. Si done nous figu- 
rons, d’une part, la surface des mers et, d’autre part, la surface 
irr^guli^re du fond, et que nous menions par un point A de la 
surface libre une parall^le a I’axe de rotation jusqu’^i sa rencontre 
en B avec le fond, toutes les molecules liquides situ^es sur cette 
parallfele seront anim^e$ de vitesses dgales et paralleled. La droite 
AB devra done se di^pMoer ^n , bloc, parallelement a elle-m^me, 
comme une droite ri^c^ ^ . ’ , ’ ^ 

De plus^ pui$qiue b lest, p^rno^Uent el n^alt^re pas la 

surface libre >, dilaudir^ surila surface 

d'm jeylinlre, tej ^ j j b 1 Mi|r 
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gueur. Par consequent, les lignes de courants, c’est-a-dire les 
positions successives d’une in^me molecule liquide, seront les 
lignes d’egale profondeiir de la mer, cette profondeur elant esti- 

Flg 20 



mee paraliyement a Taxe de rotation. Si nous representons cette 
profondeur par rj, les lignes de courants seront donn^es par 
Pequation 

IQ = const 

Une molecule qui se trouve a un moment donn6 sur la surface 
d’un de ces cylindres ne pourra pas en sortir. 


110- Si, par le point A, nous inenons la verticale AC, nous 
constituerons avec AB, en supposant la profondeur h infiniment 
petite, un petit triangle qui nous donnera 



L’^quation des hgnes de courants pent done s’^Crire 


II en resulte que, si la profondeqr n^est fonction que de la lati- 
tude, les lignejs de oofUrs^nts co'M^ider ave^c les pardl^ks : 

soi|k :^nouvemq@ts ^6n|:^aij.entp, possibles ser(|^t Ppur 

If ' i 
e^i 4 c/ ^ 94)1 M 


rejaiu ip[f|^i^vero|ctl| m 
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pourra traceries lignes de coiirants sur une Carte liydrographique 
si les sondes y figurent en noinbre siiffisaiit. 

Mais, quelle que soil la loi de profondeur, I’equateiir sera ime 
de ces lignes de courants, correspondant a une valeur infinie du 

rapport ; et les rivages seront d’autres lignes correspondant 

a la valenr zero. Vers les points ou la ligne de cote coupe Tequa- 
teur, convergeront une infinite de lignes de courants. 

M. Hough a essaye de tracer ces lignes sur les Cartes de I’Atlan- 
tique Nord et a reconn u qu’elles ne presentaient aucun rapport 
avec les resultats de Tobservation. 11 est vrai que les courants 
observes ne sont que des courants superficiels, et que les variations 
de density etde saliire provenant de I’evaporation peuvent entie- 
rement masquer le ph^nomene. 

Nous pou'vons voir, en effet, coinbien sont faibles les courants 
permanents produits par les marees statiques de la deuxn'une 
sorte. 

111. Pour nous faire une idee de Fordre 'de grandeur de 
ces courants, rappelons que les marges statiques de la premiere 
sorte produisent une deformation qui ^quivaut a une variation 
p^riodique de Faplatissement. Cette variation pourrail egalement 
resulter d’un accroissement dw de la vitesse de rotation de la 
Terre, Consid^rons done Faction a longue p^riode de la Lune, par 
exemple, el cherchons k quel accroissement de vitesse elle ^qui- 
vaut. II nous suffira, pour cela^ de comparer le potentiel de la 
Lune a Faccroissement de potentiel qui rdsulte de do)» 

Si la vitesse varie de rfco, le potentiel ^ derive 

la force centrifuge, ^prouvera un accroissement 

(j> j®). 

Or, si nous prenons le rayon pour unit^, 

f ’ J i i '■! I 

Par siiit^ de eeUe ^ Fapcroisspjment du potentiel 

sera dond ' ' 
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D’autre part, le terme dii potenliel lunaire correspondant aiix 
ondes a longue periode est 

5 etant la d^clinaison de la Lune et p sa distance a la Terre. 
Par consequent, Taction lunaire a longue periode equivaut a un 
accroissement de la vitesse de rotation terrestre determine par 
Tegalite 

u)^to = y ^(1 — 3 sin* 8). 

4 p® 

Or, on a 


ji etant le moyen mouvement de la Lune. 
Done 


^0) 

Ot) 


3 L ^ 

4 T 


3 sin* S'). 


Or, en valeurs numeriques, 


L 

T 



71 _ I 

27 


et sin^ S varie de o a 


I 



II en resulte qu’en moyenne 


dhi __ 3 5 I I _ I 

(O ~~ 4 8 729 TOOOOO 


environ. 


Mais, ainsi que nous Tavons vu (§ 100), dans la maree statique 
de deuxieme sorte, Tamplitude est encore plus faible, d’ environ 
moitie en moyenne, parce que les courants produits»compensent 
en partie Paction statique de la Lune* 

Ces courants peuvent done etre evalues a — ! — de la rotation, 
^ 200 900 

ce qui fait seulement 6 ^ ou 7 “ environ par lieure. Ils sent done 

beaucoup trop faibles pour que robseryation puisse ks deceler ; 

et, par suite, on^ne pent pas p6mfUx sur leur constatation popr 

mettre ea ^videace que^ cq<ifprtn^dieiit aux id^es de M, Hougb, 

le pb^nom^e de«^ imo^e^ longue p^rioda consiste bien en une 
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On pourrait, semble-t~il, observer directement la maree, et 
parti culi^rement au large, la ou le ph^nomene n’est pas trouble 
par la presence des continents. Jusqu’ici, le probleme a rencontre 
de nombreuses difficult^s, mais les r^sultats recemment obtenus 
a I’aide du maregraphe plongeur de M. Fav^ permettent d’esperer 
beaucoup des recherches poursuivies dans cette voie. 

En attendant, il ne reste qu’ime seule ressource, c’est de cal- 
culer le temps d’amortissement des ondes sous rmfluence du 
frottement, et de le comparer aux p^riodes. 

112. Calcul d’une mar^e statique de la deuxi^me sorte. — Nous 
avons vu comment la methode de M. Hough permet de calculer 
les Elements de ces marees dans le cas d’une profondeur constante, 
oil meme fonction seulement de la latitude. Nous nous proposons 
ici de traiter le probleme d’une fagon absolument gdn^rale. 

Si nous imaginons une molecule jk, z de la surface libre, elle 
se deplacera, sous Tinfluence des courants permanents qui carac- 
t^risent cette esp^ce de mar^e, suivant une ligne de courant dont 
Pequation dijBferentielle sera 

^ u' 9' ~~~ w’ 

Posons, comme toujours, 

X^cp = 

On a ici (§ 109) 

d(V — /?) = — 2 CD v' -h 20) a' dy^ 

c’est-a-dire, en vertu de T^quation diflF^rentielle de la ligne de 
courant, 

d{y — jo) = o. 

Ainsi, le long des lignes de courants, © est une constante : © est 
done fbncition 7 ) = : 



Le probleme fonction. 
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Recrivons I’^quation g^n^rale du § 77, 


(3) 






d(h^^ cp) 


?sine, 


189 


et supposons d’abord que la profondeur h d^pende seulement 
de 9 : y ya d^pendre aussi seulement de 0, et toutes les expressions 
cp, 5^, n'' qui, pour une oscillation quelconque, pouvaient se 

mettre dans ce cas sous la forme se r^duiront ici, 

puisque 5 = 0 , a e^^/(0). 

Dans ces conditions, P^quation (3) prend une forme simple, 
car les d^riv^es par rapport a cp disparaissent. 

D’autre part, \ est tres petit; nous aliens done chercher quelle 
forme limite prend P^quation pour X = o. 

Nous aurons alors, sensiblement, en n^gligeant devant Punite, 

‘ 4a>2cos2 6^ 

^ _ a(i)X/?cos6 _ \h 
^ ~ X^-i- 4a)2cos2 6 2 to cos 6* 


Le determinant fonctionnel sera nul, puisque ni A 2 ni cp ne 
dependent de ^ 

Dans le premier membre de Pequation (3), il ne restera done 
que le premier lerme, dans lequel s’introduira X^cp. 

Posons 

(4) = 


L’equation (3) se reduira alors k 


(5) 


d [ ^sin6 d^ \ _ ^ 


De plus, nous avons toujours la relation g^n^rale 

> — n"— 

. ^ ^ u-_ — 

cf 

■1 ^ , I > , . ( ' , 1 s ^ i 

^ni d'oiine icij eb fii^aikt'X F^xjirie^^iiil dU pbt^^el 

’pertdAatifetfc,* ' ! * ’ • i _ - 1 ' ' ^ * . > . ' i s 
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Enfin, et D'' sont li^s par la relation 


( 7 ) 



dans laquelle rfo*' represente un element quelconqiie de la surface j 
la valeur de au centre de gravite de cet element et 7 " la distance 
de ce centre au point de coordonnees courantes 9 et tj;* 

Nous avons done, entre les trois quantites ^ et les trois 
relations ( 5 ), ( 6 ) et ( 7 ), qui les determineront. 

Le probleme se reduit a Tintegration d’une Equation diff^ren- 
tielle ordinaire a une seule variable. 

Si on neglige le bourrelet, on aura, pour determiner une 
equation lin^aire. 


113, Cas oti la profondeur est quelconque. — Deux approxi- 
mations successives seront alors n^cessaires. 

En premiere approximation, nous negligerons \ devant 1’ unite : 
h >2 est, dans ce cas, beaucoup plus grand que A,, et nous pourrons 
ntSgliger tousles termes de F^quation (3), a I’exception de celui 
qui contient Cette Equation se reduit alors a 

e’est-a-dire que <p est une fonction de ^ 2 - Nous retrouvons ainsi le 
rdsultat d^ja obtenu, que o doit ^tre fonction de 

En deuxieme approximation, nous tiendrons compte de X, 
mais nous negligerons X- devant Funit^. A.lors, les formules appro- 
chdes pour hi et restent vraies. 

Dans le premier tnembre de F^quadon (3), e’est done le dernier 
terme qui sera le plus important, puisqu’il sera de Fordre de X, 
tandis que les deux premiers sont de Fordre de X®. Par suite, nous 
n’aurons pas le droit d’j remplacer f par la valeur /(vj) que four- 
nit la premiere approximation, mais nous pourrons faire cette 
substitution dans les autres termes. 

Effeptuons sJorf up, el^ngenaertt de variables, en prenant comme 
variables nouvelles yj et : les ddrivdes par rapport k ces variables 
seront repr^sentdes par de^ ^tandis que nous rdserverons les d 
ordinaires popr les pp rapp 0 ri: anx stneiennes variables. 
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Nous aurons, d’uiie maniere gencrale, 
dfi <r/e ’ 


D’aulre part, 


Or, nous avons 


Par consequent, 


cm ^ ^ 

dr^ 


(^(6, dir^, ^h) 6^(0, J;) 


= — T,. 

2 to 


c;^ ) _ X t^<p 
(^(7), tj;) ‘2t0 

t!^) dr, 

d(6, d^ 


c? ( /i 2 , < 0 ) _ X df dr, 

<?( 0, ”” 2to 

11 importe d’introduire des notations abr<5gees pour ne pas trop 
allonger les ecrilures, Posons 

_ h sin 0 dr\ 

4 to^cos^O t3?0 ^ 

n^l2 - 

-I 

rf6 


4a)^cos2 0 sin0 d^ 

et multiplions les deux meinbres de I’^quatioii (3) pai'F. 
Le ptcnijer terme donuera 


d% j dr\ 


AiSinB^ =5= ^ 




posant 
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igu 


On a done, pour le premier terme, 

d 


dri 




Avec la valeur de o en premiere approximation, on a 

do 

le second terme de (3) nous donnera d’abord 

\sin6 d^f d(\^ <^y) \4^^cos^G sin6 d'^ dt\) dy\ ’ 

c’est-a-dire, apres avoir multiplie par 




, dU 


Mais il y a encore le terme correspoudant a soit 






ou, apres multiplication par F, et remarquant que <!>' pent 4tre 
consid^r^ ici comme ind^pendant de '1/, 

Enfin, nous avons le determinant fonctionnel, dans lequel il 
n’est plus permis de regarder comme ind^pendante de et qui 
nous donne le terme 

t 

2wX 

Apr^s le changementde variables, 1’ Equation (3) devient done 

114. Pour 

G ps A -H BD, 
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En remplacant ^ par sa valeiir, et developpant, nous aurons 


(9) 




I do 


FsinG F sin Bn*' FsinSG 

<p 

^ ^ ^ 


Les coefficients G, H, - ^ ? ~ sent des fonctions connues de vi 

et de 'I, qui sont p^riodiques par rapport a A. 

Nous pourrons les developper en series de Fourier suivant les 
cosinus et sinus des multiples de et nous obtiendrons ainsi un 
premier lerme qui sera une constante, repr^sentant la valeur 
moyenne de la function, Si nous consid^rons, par exemple, le 
coefficient G, n'ous designerons sa valeur moyenne par [G]. 

O' etO peuvent ^tre considerees coinme des constantes en 
parce que nous pouvons y remplacer o par sa valeur de premiere 
approximation ; la valeur moyenne de GO'' sera done [G] O" et 
nous aurons de inline [H] 0 ' et [F sin9]0. Mais, dans le terme 

^ provenant du determinant fonctionnel, nous n’avons plus le 

droit de faire cette substitution. Seulement, 0 etant une fonction 
periodique de A, si je la difl'erentie, j’obtiendrai encore une s^rie 
de Fourier, dans laquelle le terme constant sera nul. 

Ce terme a done une valeur moyenne nulJe, et, en ^galant dans 
les deux membres de Fequation ( 9 ) les termes independants de 
il reste simplement 

[Fsin6r] fFsineCI 

Si Ton suppose d’abord qu^on puisse negliger le bourrelet^ le 
terme en II" disparait, etl’on a une equation differentielle du second 
ordre dont tous les coefficients sont des fonctions connues de tj. 
Cette equation nous deterrainera O et, par suite, 

Si I’on veut tenir compte du bourrelet, on commencera par le 
negliger et on calculera ^ : on en deduira II", Fequation paurra 
s^integrer de«nouVe^^lt, iet ainsi de suite. 

On voit que, ifieme dan$ 16 oas gdiieral, hi est possible de faire 

le eajcul complet. i - ^ ^ 

... 1 ^ 

11 ^, Lorsqu^il mai^ee $Utique de la prjainierer 4 |rte, 

Ibeaodeipi iil|d4 'eeqrants 

iKlfilfl- ' -if! 
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(p = O. 

Alors, ^ et sont donnes par les equations 



116 . Influence du frottement, d'apr6s les travaux de M. Hough. 
— C’est daus I’estiniation du temps d’amortissemenl des ondes 
que M. Hough a cherche la jnstificatioxi de sa theorie des marges 
statiques avec courants permanents (voir t. XXV III des Procee- 
dings of the London Mathematical Society, decembre 1896). 

Le probleme g^n^ral de Petude du frottement est extr^mement 
compliqud; mais, s’il s’agit seulement de se faire ime idee de I’ordre 
de grandeur du ph^nomene, on pent se borner a la consideration 
d’un cas tr^s simple, En consequence, nous negligerons la force 
centrifuge composee et nous ne tiendrons pas compte de la sphe- 
ricite; de plus, nous supposerons que la mer, ainsi limitee a ime 
surface horizontale, est soumise a la seule action de la pesanteur, 
et que sa profondeur est constante. Enfin, nous considerons sim- 
plement la propagation d’une onde plane. 

En designant par v le coefficient de viscosite, les equations du 
mouvement d’un liquide visqueux s^obtiennent en ajoutant aux 
seconds membres des equations 

^ d{y — p) 

dt^ dx 

le terme v A 

of 

II s’ag^t d’oscillatio]?is periodiques, dans lesquelles les depla- 
cements sont proportionnels k et ne dependent pas autrement 
^^e le premiere Equation s’ecrit 
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les equations du mouvement seront 

do V ^ 

dy \ 

do V ^ 
iv = ^ - App 

dz \ 

D’ailleur^, nous avons requation de contmuite 

dll ^ dll dv> dw 
dx dx dy dz 

Si nous difl‘^ren lions les trois premieres equations, respecti- 
vement par rapport a et 3 , et que nous ajoutions, il viendra 

^ dx ^ X ^ dx ^ 
ce qui, puisque S ^ = o, se rMuil a 

Ao = o. 

H7. Considerons une onde plane dont le plan est perpen- 
diculaire a Oy : les d^placements des molecules s’opereront 
parallelement au plan des et nous aurons 


Quant aiix composantes u et (p, ainsi que la fonction ellei» 
seront de la forme 




Posons 


et de m^me pour les d^riv^es de w et de 

La seconde des Equations ^tant salisfaite d’elle-m^me, il nous 
restera les trois Equations * ^ 

( u =; 4- ^ (it*" -- 


1 


iiin(h!ilw^«»’5i3V)!|,t‘ Jit! ’ 
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c’est-a-dire un systeme de trois equations lin^aires a coefficients 
constants, ou les trois inconnues m, (v figurent avec leurs 
deriv^es. 

Pour integrer, il suffit d’appliquer la methode generale. Nous 
aurons une solution particuliere en posant 

u = 

o = 
w — 


Si, de plus, nous posons, pour abr^ger, 

\ — v(A“2 — m^) = PI, 

la substitution de ces valeurs dans le systeme d’equations nous 
fournit les trois relations 

(3) |hc=/cXZ>, 

( ima -H = 0. 


Considerons les deux premieres, Elies comportent deux solu- 
tions ; on pent avoir, soit 


soil 


H = 0, = O; 


a 

c 


im 

T' 


d^ou, en vertu de la troisieme relation, 

— TTiS-t- A:* = 0 . 


Nous aurons done, en somme, pour A*, quatre valeurs deux k 
deux ^gales et de signes contraires : les lines donn^es par 

(4) — 0 , 

les autres par H = 0, e’est-^-dire par 
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ticulieres possibles 

Qmz^ e-fnz^ qKz^ 

€t nous pourrons poser 

(6) w = WP'o-i- 

avec 

I = G -h 

H8. Reste a determiner les valeurs des constantes A, B, C, D. 
Nous nous servirons, pour cela, des conditions aux limites. 

Nous compterons ici les profondeurs a partir du fond, dont 
[’equation sera ^ = o ; I’equation de la surface sera alors z = h. 

La sureievation w etant ainsi estimee positivement dans le sens 
du decroissement de la pesanteur, la condition a la surface libre 
s’ecrira 

<8) ^(v = -X2cp. 

Mais cette equation exprime simplement que la pression sur la 
surface libre est une constante. Cela suffit dans un liquide de- 
pourvu de viscosite, parce que la pression est toujours normale k 
I’element, mais il n’en est plus de m^me si nous faisons intervenir 
le frottement. 11 nous faudra ecrire de plus que la composante 
tangentielle de la pression est nulle a la surface libre, puisqiie 
cette pression doit se reduire a la pression atmospherique qui est 
normale. 

Or, la tbeorie de la viscosite donne pour composantes de la 
pression tangentielle 

( dw du\ f du f dw\ 

^ \ 'd^ dzj ^ \dx^dxj '^\dz^ dy) 

Ipip les deu3; dernij^res composites sonjl jn^u^les et il n’jt a k 
c w^id^rer que la ppe^ifere^ qui nous ^onrnit la condiltion , ^ 

: li.. , : ; 

c’^est-i^ire , 

I HI t III ■ ' {M H ' ! Si M'iM* ' f" !«','!)' • 

j| ! h h: I i : IN li t i i } i il i 
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Or, en vertu de I’^qiiation de continuite, nous avons, dans tout 
le liquide, 

imu -f~ = o. 

Par consequent, on a, a la surface libre, 

(10) w''-\-jn-w = o 

D’autre part, nous lirons des equations (6) et (7) 

W'* = w'q 4 - = 7^2 (Vo -h W’l, 

d’ou, en substituant dans (10), 

(11) 772^) Wi - 4 - 2/7?2(Vo= O- 

Or, si nous nous reportons a [’equation ( 5 ) qui determine 
nous voyons que, le coefficient de viscosiie v etant tou jours tres 
faible, sera necessairement tres grand. 

Par consequent, en negligeant les termes de I’ordre de 
requation (i i) se reduit k 

= o. 

Nous avons done, sur la surface libre, 

(V = tVo 

et, d’apres la seconde des equations (2), puisque == m- 
On tire de la 

Wq = (p"= 7 n*(p 

et requation ( 8 ) devient alors 

( 12 ) (Po 4- (v'o — 0. 

119 . Voyons main^iiant ce qui doil se passer au fond. D’abord, 
il faut que fe coinptystot% normale du deplacement soil nulle, 

done . , 

' =5 o. 

Mais iwas Ifi visposiU, satisfaire aussi i 

une autre qatture de la reiatioul 
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de I’eau avec les parois. Nous pouvons, a cet egard, faire deux 
hypolheses extremes : 

1° Ou bien le frottement est tel que le liquide ne puisse pas 
glisser siir le fond ; alors nous aurons, non seulement (v — o, 
mais encore 

u = o; 

Ou bien il n’y aura pas du tout de frottement sur le fond, et 
aiors nous devrons expnmer, comme a la surface libre, que la 
composante tangeiitielle de la pression est nulle. 

J^a premiere hypoth^se etant la plus favorable a Taction du 
frottement, c’esl elle que nous admettons. Ainsi, au fond, 

( 1 3 ) w = u = o. 

L’equation de continuite entraine aloi*s ^galement 

(1 4 ) 

Consid^rons Texpression de 


Nous avons vu que k est tres grand ; par consequent, les deux 
termes de w, varient tres rapidement avec z, 

Le premier terme sera beaucoup plus grand pres de la surface 
qu’^ Tinterieur, et le second beaucoup plus grand pr^s du fond. 
Comme doit resler fini, il faut admetlre que le terme ne 
sera sensible qu’au voisinage de la surface. Pour z = h^ nous 
aurons sensiblement 

Vers le fond, au contraire, le seul terme sensible sera le terme 
en et, pour ^ =;= o, nous aurons 

wi = Dd— ~ kwi 

» 

. Ep. tenant eopapte cte cett^e d^rn^fere relation, 6qpatiOj4s (i 3 ) 
et (i4) s’^crivent' 

^ 0 , 
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Par consequent, on doit avoir an fond 
(^i3) (pQ-HX:wo=n* 

120. Les deux relations (i5) et ( 12 ) doivent 6tre respecti- 
vement satisfaites pour z = o tX z — h. Elies nous donnent done 

m{A. — B)-i-^(A- 4 -B) = o, 

d’oii 

A _ m — A' 

B ” -h A 
et 

yi g( A -H B ^ ) _ g {m — jm ^ 

^ ~ m ( A — B e-n^) “ m (m — — (m -h k 

h etant petit par rapport a la longueur d^onde, le produit mh 
est tin nombre petit, et Ton petit ecrire sensiblement 

^mh 

Q~mfi = I ^ mh 

On a alors 

X 2 g m — kmh 
m — k m^h 

II faut conserver kmk vis-i-vis de m, parce que k esttres grand, 
mais on pent ndgliger m‘^h devant k et il reste 



Si le froltement n’existait pas du tout, on aurait v = o, A- serait 
infini, et Ton aurait simplement 



d’oii, pour la vitesse de propagation, 



C’est le r^sultat que nous connaissions d4j4. 

Si, an coiitraire, it y a frot^ment, il faut s« i-endre compte de la 
signification de k. Nous avpns ^ 
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ou, sensiblement, en negligeaat m- devant A*-, 

vA:2 = X 

V est reel, A est purement imaginaire : par suite, sera pure- 
ment imaginaire et aura pour argument ^ • k sera done une quantite 

esseiitiellement complexe, d’argument Mais la valeur qui r^sul- 
tera alors de I’dquation (i6) pour \ ne sera plus purement imagi- 
naire, et nous poiirrons poser 

^ = '*‘0+ J- 

Substituant dans (i6), nous aurons, en negligeant 


d’ou 


Xo = mi v/^, 
2X0X1= 


Xl = 




D’autre part, on a, avec la in4me approximation, 

im \/ gh 


ou, en remarquant que 


I — I 




Par suite 


h 

k 


X J- 
gm^ v2 


■ (l i). 


et cette expression .complexe a bien une partic r^elle p^gatiye 
comme cela devait ^re, puisque, I’ argument de -A'^^tant et joelui 

1’ Xl J| _ liflL.. 


de rargiiment'de doit ^'tre — 

. f I ^ 1 5 U Al 1 ^ I n . '■ V ^ 




one nous pospns 


{U , 




^ 1 
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nous aul'ons 

L’amplitude de roscillation, qui est proporlionnelle au module 
ira done en d^croissant a\ec le temps ; et la partie reelle a de A 
mesurera la rapidite d’aniortissement de roscillation. 

121. Posons 

I 

T 

All bout dn temps t, I’intensite, qui etait representee par 
sera devenue ^ 

Ce temps, au bom duquel Famplitude se trouve miiltipliee par 
le facteur est appele temps de relaxation. 

Nous avons ^ 

I 

^ X ± X 

V2 /)i2 

II en rdsulte que I’amortissement de I’onde sera d’autant plus 
lent que laprofondeur sera plus grande et que la longueur d’onde 

^ sera plus grande. 

Comme, dans les marges, on a affaire a des ondes tres longues, 
le temps de relaxation sera fort long. 

Voici quelques chifFres qui donneront une idee de Tordre de 
grandeur des quantitds qui interviennent dans les calculs. 

En unitds C. G. S., on a 


V =0,0178, 

^ =io3. 

En oonsiderant un bassin d’une profondeur de seulement, 
dans lequel se propage une oscillation ayant une longueur d’onde 
de too^, M. Hough a Irou?^ 1 ^ 20 “* pour le temps de relaxation. 
Cette valeur, obtenue d»s I’hypoth^se la plus favorable ^Faction 
du frottement, devrait 6]Lre portae jusqu’a 2 ans 4 si I’ott faisait 
Fhypotlii^se extreme icoitfaire. 

Consid^rons, mumtenanit',, des ondes de la mar^e, une onde 
seini-annuelle> par exetujd^ If de Fordre de lo"*^, et si Fon 
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admel uiie profondeur de 4^*”, soil 

A = 4 . io5, 

on trouve environ 

kh = 700, 
mh = 10“® 

Pour une onde de periode beaucoup plus coiirte, une onde 
^semi-diurne, par exemple, on aurait 

] X I = 10“®, kh = 70, mh = 10-^ 

On voiL coinbien in est faible vis-a-vis de ce qui justifie les 
approximations que nous avons faites pr^cedemment. 

Cette petitesse de m conduit, pour les ondes a longue periode, 
a des valeurs exlr^mement grandes du temps de relaxation. Les 
calculs de M. Hough lui ont donne de lo a 20 ans. 

On est done bien autorise a dire que, pour les principales de 
ces ondes, le frottement n’a pas d’influence sensible. 

122. L’analyse pr^eddente repose sur un certain noinbre 
d’hjpotheses ; mais, comme elle s’appuie principalemenl sur la 
grande valeur de A*, mdme avec des hypotheses diff^renteS; les 
rdsultats resteraient du in^me ordre de grandeur. 

Si Ton voulait pousser plus loin I'^tude du phenomene, il fau- 
drait faire intervenir Finfluence de la force centrifuge compos(5e. 
Le calcul serail alors beaucoup plus coinpliqu^, mais il se ferait 
d’apr^s le m^me principe. 

Nous aurions toujours des equations difF^rentielles lin^aires a 
coefficients constants, mais c^ne serait plus nuL 

Nous ne pourrions pas non plus supposer que rien ne depend 
de j", parce qu’il conviendrait d’introduire un facteur dans la 
valour de Fonde plane, aimi que nous Favour montr^ pour un ca- 
nal profondeur co^stant^ (§ 66). Nos functions et o se- 

raieqLt,dP|i<^ de Fa forme , 

? : ^ M i 0 ' . ' 
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requation qui d^Lermmerait serait 

H — ao> o im 
2tu H o b 

= o. 

o o H /" 

im b k o 

Cette equation est du troisieme degr^ en k'^. Une seuJe de ses 
racines reste finie lorsque v tend vers z^ro, les deux autres 
croissent indefiniment. Si Ton suppose la racine finie d^veloppee 
siiivant les puissances croissantes de v, 

Aq -4- V A 1 -1— • • • 1 

comme v esl de Tordre de cette racine sera sensiblement la 

k^ 

ineme que si le frottement n’existait pas. 

Quant aux autres, elles seront donnees sensiblement par I’^qua- 
tion 

H2-h 4^2= o. 

On aura ainsi pour k des valeurs de I’ordre de et qui donne- 

VV 

raient lieu, par suite, a une analyse semblable k la pr^c^dente. 

Nous pouvons done admettre les conclusions de M. Hough, en 
ce qui concerne les grands bassins oc^aniques. Dans les bassins 
moins etendus, on pour rail craindre la formation de remous qui 
angmenteraient beaucoup Faction du frottement; la question ne 
pourra ^tre definitivement r«'solue que par les observations, et 
nous y reviendrons a diverses I'eprises en parlant de la discussion 
de celles-ci. 
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CHAPITRE IX. 

ETUDE DES MAREES SE PRODUISANT DANS UN RESEAU 
DE CANAUX ^TROITS 


*123. Nous avons vu dans les Chapitres precedents que le pro- 
bleme des marees pouvait ^tre completement iraite dans le cas 
d’une mer de profondeur constante recouvrant tout le globe. Nous 
allons envisager maintenant un cas entierement dilTerent, el dans 
lequel ies calculs pourraient ^tre egalement pousses jusqu’au 
bout : c’est celui ou les marees se produiraient dans un reseau de 
canaux etroits. 

Le cas de la nature peut etre considere comme intermediaire 
entre ces deux cas extremes, car chaque mer secondaire peut etre 
gross] erement assimiiee h un canal. 

L’etude de ce nouveau probleme nous donnera done une idee 
des complications multiples du ph^nomene naturel. 


124. Simplification des equations du mouvement. — Rappelons 
que ,nous avons trouve (§ 69) pour les equations du mouvement 
d^un liquide animed’une rotation y?, < 7 , r 

— 2rXp -t- 


X*p H-2rXw — 

w 




En supposant qu’fl s’agisse d’un bassin ti^sp^u’prtefo^d, neu|s 
avolis montre (§60) qu’^on pouvtsut negliger deVant ^Jet et 
nous restait deto equations en et cMas les(|ttel^iie 
‘;^lds queda ©4>m|>o^a]^te*/1 de qni, 

de h (| 6oit toe pri^e a ^ oqsei . ^ u 

; : W^d avons dew 
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tres petites : la profondeur et la largeur. Aussi, poiirrons-nous 
negliger, non seulement cp, mais encore v. 

En eflet, supposons d'abord un canal parallele a Fase des x, 
Siir les deux rives, nous aurons si nous considdrons un 

point au milieu du canal, comme le canal est tres etroit, la valeiir 
de diflFerera infiniment pen de ce qu’elle est sur les rives : elle 
sera done nulle partout, au second ordre pres. 

Si le canal n’avait pas line largeur constante, il faudi'ait admettre 
que la variation de sa largeur est Ires leute, de facon que la tan- 
gente a la rive fasse constamment avec Faxe des .-r im angle A tres 
petit. La composante normale du d^placement sera alors 

u sin cos (j; = o ; 

A etant tres petit, il faut que v soil du second ordre sur la rive et, 
par consequent, partout. 

11 ne nous resLe done plus alors k considerer qu’une seule equa- 
tion, qui se r^duit k 



tout comme s’il n’y avail pas de force centrifuge compos^e. On 
voit quelle est Fimportance de la simplification apport^e parcette 
seule hjpothese de la largeur dtroite. 

Dans le cas d’une profondeur uniforme, la force centrifuge 
compos^e avait une importance considerable; au contraire, dans 
un canal etroit, celte influence sera nulle. Nous pouvons done en 
conclure que, dans le cas de la nature, Fmfluence de la force cen- 
trifuge composee se fera sentir, mais d’une maniere notablement 
moindre que ne Findiquent les resultats de M. Hough pour une 
mer uniforme. 

Cette influence sera d’autant plus grande que le bassin consi- 
d6r^ sera plus dtendu; ainsi, elle sera plus forte dans le Pacifique 
que d^ns Fti^lamti^ue, etn^gligeable dans la Map.che. 

Toiatefoi^y il ico^vi^i 4^ >qpn si ia foi'ce centrifuge 

i3jifl4ei¥>e sur le niod^ 

de propaga^pa a^op:]| ^ n^anipoins par 

ce fait snr nw jdes 

ri|v^ qaqe 
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Nous avons vu effectiveinent (§ 66), en etudiant la propagation 
d’une onde plane parallMeinent a I’axe d’un canal dont les deux 
rives sont vertioales et paraJleles acet axe, qii’en tenant compte de 
la rotation, Texpression de I’onde doit se mettre sous la forme 

b ^tant reel et egal a 

Sjgh 

L’amplitude de la mar^e depend done de y. 

Dans line mer etroite, la force centrifuge composee iie produira 
pas d’autre efFet. 

125. A la surface libre, nous avons toujours (§56) 

(2) =X2cp — n"— Ge><^= X2cp — W, 

en posant, pour abreger, 

W = 

Si nous avons seulement affaire a un reseau de canaux etroits, 
n" sera negligeable. 

Si ce reseau d^bouche dans un oc^an etendu, il faudra tenir 
compte de 0'^ Mais les marges du reseau n’aurontpas une influence 
sensible sur celles de Pocean, qui devront ^ire considdr^es comme 
donnees : on pourra, par suite, calculer et W sera done 
connu. 

Dans le cas des oscillations propres, C<?^^=o. Si, de plus, il 
s’agit seulement de canaux, on aura W == o et il restera simple- 
ment 

= X2(p. 

126. Les equations pr^c^dentes sont encore valables quels que 
^oient les axes, et peuvent s’etendre a un canal tortu^^x trac^ sur 
une sphere, a condition que u repr^sente la composante du d^pj^- 
cement suivant la tangente k Taxe du . caniad.. Au lieu dei 1^ va- 
riable Xy ilsuffirade prendre la variable ^9, c^es,t-a-dire l^arc coi^pt^ 
suivant I’axe du caual, et uous aurbjis P^qu^oid , , , 
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127. Enfin, nous avons line troisieme relation, qui nous est 
fournie par Fequation de continuite. Designons par a la section 

Fig. 20 bis. 



du canal et par / sa large ur. Considdrons la portion du canal 
limitee par les deux sections droites ab, a/ b' distantes de ds^ et 
appliquons Fequation de continuite a cette portion (/ig'- 20 bis). 


Par la face ab, il entre une quantile d’eau.. aw 

Par la face a'b\ il entre — |^a^^ h- j 

Par le fond, il entre 0 

Et par la surface libre H^lds 


On doit done avoir, en exprimant que la somme est iiulle, 

^ d(<ju) _ 


Nous avons ainsi trois equations (1 6/5), (2) et(d), d’ouFonde- 
duira Fequation diff^rentiellea laquelle doit satisfaire la fonction cp, 
a savoir 


(4) 




C’est une equation du second ordre, mais aux dift'^^rences exactes ; 
son int^grale contiendra deux constantes arbitraires qu’on d^ter- 
ininera a Faide des conditions aux limites. 


128- Conditions aux limites. — Il convient de distinguer plu- 
sieurs cas. 

Si Fon a un canal ferme sur Lui-mP.me, les conditions seront 
que <p et sa d^riv6e ^ soiqnt des fonclions p^riodiques de s. 

Si Fon a un canal aboutissant dt un cul-de-sac, le deplace- 
ment devra ^tre nul sur la paroi terminale, e’est-^-dire qu’on 

aura = o. 

d$ . 
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Supposons maintenant le cas de plusieiir,s canaux aboulissant 
a un m^me carrefour; par exemple, pour fixer les id^es, quatre 
canaux aboutissant au point O. II faudra d’abord que les quatre 

fonctions aienl la m^me valeur au point O ; les d^riv^es ^ pou- 

vant d’ailleurs ^tre in^gales. Mais nous aurons a exprimer de plus 
une autre condition : il faut que ia quantity de liquide arrivant 
en O {fig^ 2i) par certains des canaux soit ^gale a celle qui 


Fig. 21. 



s’ecoule par les autres; en d’autres lermes, que la somme alge- 
biique des quantit^s de liquide arrivant au carrefour soit ^galc 
a z^ro. 

Or, pour un quelconque des canaux, Fexpression du liquide 
afttuant est 

ff 14 = -5^ • 

as 

’ ' 1 

Nous devrons done avoir, au point O, 

^ f "S “ ^ ‘ I ' , i * 

Dans cette expression, <t repr^senle la section des diterents ca^ 
namx, et ds doit 4tre ^o^j^t4 pj^ifWepent ^^a»d on se^^^|)|^|be 

dupoinjO, , i : , , • 

ill aw?*»;bie!® atD$i| danis tiias^lds «fes, 

Soit, ea n Ic ndwlrfe dis 

de ces eaamx, b®^ ^ipro^is iBsecofad 
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naus consid^rous un cul-de-sac ou une d^bouchant dans 

Toc^an commc un carrefonx ou aboutit un canal unique, et si nous 
d^signons alors par p le nombre des canaux aboutissant a un car- 
refour queiconque, nous aurons 

'^p = in.. 

D*autre part, pour chaque valeur de p ^gale a un (cul-de-sac ou 
extr^mit^ libre) nous aurons une condition. Pour chaque valeur 
de /? sup^rieure a un (carrefour), nous aurOns d’abord p — i con- 
ditions exprimant que ala meme valeur, puis la condition de 
continuity, soil p conditions pour chaque carrefour. Le nombre 
total des conditions sera done bien ygal,a S/?, e’est-a-dire k celui 
des 2 n constantes qu’il faut dyterminer. 

Dans le cas des oscillations propres, nous n’aurons plus k d^- 
terniinerque les rapports de ces constantes, mais il faut y joindre 
rinconnue'X : il j a bien toujours autant d’indyterminyes que de 
conditions. 


1S19. Maries' dans un canal de profemdeur et de largeur con- 
stantes. — Nous avons dans pe cas 

cr = A/ 

et Liquation (4) se r^duit a 

( 5 ) 


Gest une Equation diffyrentielle lin^aire a coefficients constants 
et a second membre, dont Pintygratioj^ sera facile dans les diffy- 
rents cas, connaissant Texpi^ession de W en fonction de $ et 

, i - i ' M ' . ' > ‘ ’ f 

de ^ • V 

' ‘Nous aliens examiner quefques cas particuliers. 


Kn un pow.qnel- 

conque, I’expression' d^ la,f0^po^nt^4sfcjbroiae teons|deN?e ^du 




Ml 1^' ■ 




^Jka^rtetMfjdis MArci 
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compile suivant I’axe du canal, et, en designant par A une con- 
stante, nous aurons 

W = 

k ^tant ici une constante telle que, S ^tant la longueur de la cir- 
conference entiere du canal, on ait 

pour les marges semi-diurnes, 

/:S = s-ic, 

pour les marges diurnes. 

Liquation a int^grer est alors 

= X* cp — A 


Nous avons une solution particuli^re de I’^quation complete en 
prenant 


D’autre part, Tint^grale g^n^rale de I’^quation sans second 
membre est 

<p 1 = B e* H- B' ; 


B et B' sont deux constantes arbitraires, et ja est doiind par I’dqua- 

tkm ’ , , ' r . ^ 


La solutioa compete 4® pr'bBlSBttc sera . ^ 

? = ? o +,?1 , , , , . 

, ' * T V. 

Si le canal est fermd sur lui-mtoe, f dqit une function p^- 
riodique de p^riqd#, ^§5 coinm^lkjfonetion seule cette 

]g>^pode, ^t no^ pas oijt^i^vpk , fM h * - 

^ i J ' V * * ^ ; S ^ R 5^ t \ », I * j 

I ) I , M' 

4kfs* arftpjjls'isa^e’ajjs^ ' 
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ment que le potentiel perturbateur : il n’existera pas de d^calage. 
Cela tient a ce que nous nous trouvons dans les conditions du 
th^oreme de Laplace (§ 79) : la profondeur est, en effet, fonction 
de la latitude. 

II y aurait, au contraire, ndcessairement decalage si le canal 
consid^r^, au lieu d’etre entierement circulaire, se trouvait limite 
a deux extr^mit^s. £n efi'et, nous avons alors 

^ , B , B' I 

W A A 

Pour qu’il n’y ait pas d^calage, il faut que ce rapport soit r^el, 
c'est-a-dire, puisque [jl et A* sont r^els, que Ton ait 

B = B'=o. 


Il en r^sulte que f devrait se r^duire a Mais ceci est incom- 
patible avec la condition = o aux deux extr^mites du canal. 

Le decalage est done le cas g^n^ral, et e’est par suite d'une 
interpretation erronee du theoreme de Laplace qu’Airy a fait 
intervenir le frottement pour expliquer le retard de la maree. 

Le canal fermea ses deux extremites pent avoir une longueur I 
telle que TampHtude de I’oscillation soit considerablement ren- 
forcee. Plagons, en effet, I’origine au milieu du canal; nous deter- 
minerons les deux constantes B et ea ecrivant que la condi- 

tioa ^ ~ ^ satisfaite aux extremites ^ = ±: ^ . D’ou les equa- 


tions 


Kk 


X* 


e *-4-p:B'e *- 






On en tire, en inbltipliant redpeolivement par ^ ® et retran- 

chant, 


j; ^ ^ f I M . 

De. mdiae 


iA.ki i . 5 > V A 


U W i " K 4 Ml 
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Imaginons que la longueur du canal soil telle quc nous ayons 
sensiblement 




B et B' deviennent tous deux extr^mement grands, mais leur 
somme reste finie. Ils seront done sensiblement ^gaux et de signes 
contraires, et Toscillalion que prendra le canal se r^duira, k tres 
peu pres, en n^gligeant A, a 

S' 


Nous aurons done sensiblement dans le canal une onde station- 
naire de tres grande amplitude, ay ant une ligne nodale an 
centre 5 = o et un ventre ^ ebaque extr^mite. 

Comme la mar^e est proportionnelle a A sinA^, tandis que le 
potentiel, au centre du canal, est proportionnel a AcosA/,on voit 
que la mar^e dans tout le canal est di^cal^e de 90"^, soit de { de p^ 
riode par rapport au potentiel au centre, c^est«a-dire a ce qa^edt 
en ce point la mar^e calcuUe par la th^orie statique. Si 
done o** est Pheure du passage de Pastre au jn^ridien moyen, il y 
aura pleine mer a 3 ** a Pune des extr^mit^s du canal et pleine mer 
A 9** a Pautre extr^mit^, s’il s’agit d*une mar^e semi-diurne. 

C’est le signe de B qui montrera si, a Pane de ces henres, la 
pleine mer doit avoir lieu a Pextr^mit^ orientale ou a Pextr^mit^ 
occidentale. Comme simp / change de signe selon que p/ est sap^- 
rieur ou inf^rieur k tc, il suffira de voir si la longueur du canal est 


«n peu plus courte ou un peu plus grande que 


^ I 


Reinarquons que ^ est la longueur d’onde d’une oscillation 


ayaht m^nae pdribde ^ que forCe perlurbatrice et qiii se prppa- 

gerait dans le canal avec h tite^ 

IjC canal considdr^, suscept&k d’admettre cetle oscillation 
doimnlie bsclHailoia? , e^t dSfc hftAml defni- 

4e 
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finie. Par suite, I’osciilation se r^duirait sensiblement k 

t rsr B COSpL^. 

II ay aurait plus d^calage par rapport a Fexpression du poten- 
tiel au point central. 

Nous aurons, a tres peu pres, une onde stationnaire pr^sentant 
un ventre au centre et a chacune des extr^mit^s, avec deux lignes 
nodales interm^diaires. Dans le cas d’une mar^e semi-diurne, la 
pleine mer aura lieu a ou a 6*^, o ^tant Fheure du passage de 
I’aslre fictif au m^ridien central. 

Mais il faut bien remarquer que, si le decalage n’existe pas au 
point central, il existe n^cessairement partout ailleurs, puisque 
Fonde est stationnaire. 


130. B. Canal mhidien. — Dans ce Cas, est une con- 
stante, s est proportionnel ^ 8 et Ton aura 

/(s) dtant rdel, car on pent toujours prendre le meridien du canal 
comme origine des longitudes, de telle sorte que le facteur expo- 
nentiel constant soil dgal a un. 

Il faudra int^grer liquation diffdrentielle 

L’int^grale gdn^rale sera 

©0 etant coniine foi^ction de $ reelle et p- ^tant toujours fourni 
par F Equation 

j M , . . ^ 1 • f I . * ■, ‘ ' i 

clew?: ? .et, B' n,e s^roht 

pas nuls, el, par le rapport ^ ne pourra pafe r4el. ■ 

* ny^wralidiic eiDlcdl|4‘d^cyi|k ®e' p&ksfe elitre 

i^itaBalef ftte lda»s’ #fe taS 
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131 . Propagation des ondes dansim canal quelconque de pro-* 
fondeur et de iargeur constantes. — Supposons d’abord qu’il 
s’agisse d’oscillations propres; nous aurons alors W = o, et il 
faudra mtegrer I ’equation differentielle 




X*cp. 


Son integrale generale est 

D^signons respectivement par C, O, a, a' les modules et les ar- 
guments des constantes arbitraires B et B'; de telle sorte que 

Posons, de plus, 

le = -h H- za, 

ie! = — /fxjj X ^ H- iV ; 

e et sont essentiellement r^els. Nous aurons alors 


(p= 


La solution reelle sera donnee par 


g) = C cos £ -I- G' cos z'. 


Quelle est la signification de ces deux termes ? Le premier, 
en represente une onde qui se propage en un certain 

sens, avec la vitesse ^ : c’est urie onde progressive. 

second ternte, en — repr^sente une autre onde pro- 
gressive se propageant avec la m^me vilesse, mais dans le sens 
contraire. ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ (I 

mar^e sera le resnltat de c^s deux onde^,^ 

Supposons que Lon aft C=5= C/Nous 'poiirrdns ^crire alors 




^ Icds * ' ’ 

^ 'A . 2 


V. 1 J ' ? f ^ f ' 




3 ne d^^pend qne de tanlis que £ — nc‘ depend qne 

tlaas^ lout 
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lous les points. Toutefois, le facteur r^el cos - pent avoir le 

bigne dt. Dans les regions du. canal ou il a le signe -4-, nous 

£ { • • 

aurons mar^e haute lorsque cos — ^ — atteinl son maximum •+■ i , 

nous aurons alors, an contrairCj mar^e basse dans les regions du 

canal ou cos ^^ — - est negatif. 

2 * ^ 

L’inverse a lieu lorsque cos ^ atteintson minimum i . 

11 n^y aura done pas de lignes cotidales proprement dites : le 
canal sera paring^ en plages s^par^es par des lignes nodales ou la 
mar^e est conslamment nulle. 

On a affaire a une onde statiorinaire. 

Cest ce qui se produit lorsqu’une onde se r^fl^chit totalement 
sur une paroi. 

En toute rigueur, il ne saurait y avoir de reflexion parfaitement 
r^gulifere si Ton tient compte de !a force centrifuge composee (§’66), 
k cause de la d^nivellation qui existe entre les deux rives. Toute- 
fois, dans un canal Stroll, cette d^nivellation est faible et son chan- 
gement de sens par suite de la reflexion produira simplememt un 
Uger clapotis qui s^ superposera a I’onde stalionnaire. 

Gonsid^rons, au conlraire, le cas ou B' = o. Nous n’ aurons plus 
alors qu’une onde progresswe simple. 

Il existe entre ces deux cas extremes une difference essentielle. 
Gomparons, en effet, la phase de la raaree avec celle du courant 
de maree. La maree ^ est proportionnelle a , taqdis que la vitesse 
du courant de mar^e est donnee par 

du ^ 

dt dsdt 


Dans le cas de Fonde stalionnaire^ 

d^ 9 ^ , 6 H- . 6 

= 2 G sm 

. ' < 1 i I o » I i ^ 2 ' 2 - 

^ est essientiellemen,t pofitif. > Par consequent, tandis que est 
pFopoTtioD^^j i; o 4 s - — — 7 ’ ^ esl' pro|^6rtio4neI k sin — ~ — La 

i/j ..i iMf i , 

^ ^ d<i ’q Tap 
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Dans le cas de I’onde progressive simple, au contraire, nous 
avons, en raisonnant cette fois sur la solution imaginaire, 

et 

^ = B i fxX ; 

[JL et fk etanl reels, /jx). est r^el. Les phases des deux expres- 
sions sont done ^gales ou oppos^es : il n’existera pas de d^calage 
entre la mar^e et le courant. 

Nous ne reviendrons pas sur le phenomene d^ja ^tudi^ (§43) 
de la propagation d’une onde progressive simple dans un canal 
ind^fini de largeur constante partagd en deux biefs pour lesquels 
la profondeur est respectivement h et On aurait dans le pre- 
mier bief 

dans le second 

et Ton d^duirait des conditions de continuity 



Si hi A, Famplitude de Fbnde refractee sera sup6rieure a celle 
de Fonde incidente. 

On comprend aisyment qu’il doive en ytre ainsi, car la masse 
liquide mise en mouvement, ytant plus petite dans le second bief, 
et Fynergie se conservant, Famplitude Fonde doit augmenter. 
G’est ce qui se produit, par exemple, dans la Manche. 

Si le second canal, de profondeur moindre, se trouve fermd par 
un cul-de^sac, Fondle ryfi^aetye ^ se ryflyphir k son tour; elle 
epronvera tine nouvelle ryflexion sur le seuil et une partie se trou- 
vdrsa iran^mise dabs ’fe JF^|e|£^n|^ iioua p 0 $r- 

roas jryanij^ les ondes marelwil lanis le dains 

M ^ ^ ^ I ^ j . i '*1 J I ^ ^ * i ^ i ^ 

i I Jy kl^in|tensity ws cbnxjsyries 

d'lwles (^g- 252), 4a» le canal 
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le canal de droite, m^me si les sections sont supposees diff4- 
rentes. Nous demontrerons, en effel, bientot (§ 137) que, lorsque 
le potential est negligeable, on a, en consid^rant une portion qiiel- 
conque du volume liquide limit^e par deux sections et c', la 
relation generate 



laquelle exprime que la quantity d’^nergie qui p^netre par suite 
des ondes a travers la surface lat^rale est nulle (§ 133). 


Fig. 22. 



S<0 SaO 


II r^^teradonc bien seulementuneonde stalionnaire dans chacnn 
des dc^ux canaux. 

Vo^ons qnelles relations existent entre les inlensiles et les 
,phas^s de ces ondes. 

Sqient <j, A et V Ja section, Ja profondeur et la vitesse de pro- 
pagation dans le grand canal; o-', k', les quantiles analogues pour 
le petit. 

. fjous aurons dans le grand canal une onde stalionnaire 
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Pour ^ = o, <p ^ doivent^tre continus; ce qui donne 

A cose =: B cose^, 

A sine = A:B sins', 

en posant 




ff'V 


k sera plus petit que an, si Ton suppose le second canal plus 
etroit et moins profond que le premier; car les sections sont 
proportionnelles aux profondeurs et les vitesses seulencient aux 
racines carrees. On a done 

A* = B* ( cos* e' + A-* sin^ e' ). 

Le coefficient de peuts’^crire i — (i — sin^s^; il estdonc 
inferieur a un, quel que soil s'. Done 

B>A. 

La mar^e sera plus forte dans le petit canaL 

Le maximum de renforcemeot a lieu quand cose' = o ; alors 

i>_ A. 

La longueur d’onde A de Ponde stationnaire du petit canal 6tant 


zs/J^ 


a 


7 on a alors 




La longueur du petit canal est doi^c le ^ de longueur d^onde. 

Si Ton avait a = -, il en r^snlterait B = A7 il n’y auraie pas de 

renforcement. ^ 

• Au fond du pkit canal, nous avons loujours un ventre; on eh 

retroiive un autre k une demi-longueur d’ohde, avec un nceud 
. 1 u) f . ' 1 - * • i* ;fi * 

interm^iaire ii la distance -r- La haute roer etia basse roer se pro- 

. ' ’ ‘ ‘' 4 , 1 .;, , ' ‘ ’ t ) H 7 

duiffRi quand nmltipie die-n:;*! j ^uw, dauf If if flit 

^i^al, ooficordapcje 

ifc^fkciehtde cpstlf t la phase chan^de sens en passaiat par an 
noeud. I' i 1 J 
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Si la longueur du petit canal est inftrieure ^ ^ J siura pas 

de noeud dans le canal : il y aura concordance de phase entre la 
mar^e dans le petit canal et la nniar^e exterieure. 

Pour une longueur comprise entre ^et^, il existe un seul 

noeud : on a J3asse merau fond du canal pour haute iner au large 
et a I’entrde, et ainsi de suite. 

Nous verrons que, lorsqu’on tient compte du potentiel pertur- 
bateur, ces relations de concordance* peuvent 6tre considerable- 
ment modifides (§ 132). 


132. Propagation des oscillations eontraintes. — Nous aliens 
maintenant envisager le cas oti le potentiel perturbateur W ne 
pent pas ^tre ndglige dans rdtendue du canal considdre. Ce poten- 
tiel depend a la fois de 0 et de e’est-a-dire de s. Nous admet- 
trons que le canal est assez peu long pour que W puisse ^tre de- 
veloppe en une serie de Taylor procedant suivant les puissances 
de s et ne comprenant que les trois premiers lermes, soit 

W 5= (««*-!- 2p5 -f- 

Nous aurons alors k int^grer I’equation differentielle 

— (a^*-h 2pj -H y)cK 


L’equation complete admet pour solution particuliere 


/w 2gha\ 

\T^ 




> X* X* 
L’int^grale g^nerale sera done 


^ ^ f . ' J 

p eiant toujours donne par 

' ' * y \ ill'. M M 


.id I , i ^ 


^?'=— 

^ ‘^1 ' > >TI ♦ V t I ^ , 1 4 


QaaiM i k eSe serai 

f -r •.'U.T’’ 
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On voit done que si a == o, e’est-a-dire si le potentiel perturba- 
teur esl une fonction lin^aire de Tare 5, la mar^e sera la m^me que 
s’il n’y avait pas de forces ext^rieures. 

Si, en plus de a = o, on a aussi 

1B1 = |B'I, 


il se produira une onde stationnaire (§ 131); par suite, il n’exis- 
tera pas de lignes cotidales, mais des plages cotidales s^par^es par 
des lignes nodales. 

Imaginons un canal ouvert h ses deux extremites^ par exemple 
un d^troit. Soil ^ = o et 5 == / les deux extr^mit^s. Comment d6- 
terminerons-nous les deux constantes arbitraires qui figurentdans 
r expression de ? 

On peut admettre que la mar^e soil connue dans les deux 
oceans ou d^bouche le d^troit, car la marde du d^troit n’aura 
qu’une influence insensible sur celle des oedans : ^ estdonc donn^ 
aux.deux extr^mit^s, d’ou deux equations de condition qui don- 
ne^ont B et ,B^ 

Dans CO cas, m^me si a = o, rien n’emp4che que la difference 
des heures de la mar^e aux deux extr^mit^s soil telle que Von 
ait B^ = o, c^est-a^-dire qu’il existe dans le ddtroit une onde pure- 
ment progressive. 

Imaginons, au contraire, un canal ferm6 par les deux boi^ts* 
A chaque extr^mit^, il faudra satisfaire a la condition ^ = o, 


c^est-a-dire 


f h . ’ ^ ' I . i ^ 

-h 2a^ -f- 2p = o. 


D’ou, pour 5 = 0 et s= /, deux equations qui cl^termineront B 
etB^ i 

Si a = p = o, e’est-a-dire si le potentiel perturbateur est le 
xn4me en tons’ Ids p^dintsf du ^eanal, ^ofa 'rHombe si^r roseiHation 
propre du canal et Ton a une onde stationB^re (B ==; B'"). ' ^ ' 

^Dans le cas d’un 'canal ferin^ par les deux il sufflt 

que I’on ait a = b, p restant different de z^ro, pour que 1a pbas^ do 
la mar^e soit la m^me dans toql le canal. 

11. i il fl n H f !?' 
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ce qui entratne n^cessairement 

Nous pouvons consid^rer ^galement un canal fermS d. une de 
ses extremites et debouchant sur un ocean, Ce cas se rapproche 
sensiblement de celui de la mer Rouge. Au ddbouch^ du canal, 
pour s= Ij nous devrons avoir 

ti = j 

dlant donn^. 

A Fextr^mite ferm^e s — o, nous aurons 
X2i|x(B — B')*-i- 2p = o. 


D’ou Ton tirera encore B et 

Si Ton avait a == p = o, on aurait une onde stationnaire. 

Un cas particulier remarquable se pr^sente lorsque la longueur 
du canal est a peu pres dgale d \ de la longueur d*onde 
ou It un multi j^le impair du quart de cette longueur d^onde, En 

eflFet, la longueur d’onde d’une oscillation de p6riode^j qui se 

propagerait avec la vitesse \jgh— ^tant^» nous aurons alors 
sensiblement 


Les deux equations qui d^terminent B et B' sont 

Xn>(B — B')-+- 2 P = o. 


3je dis que le]ur est,ttul, En efFet, qi)i a 

' ' . I . \ •r 

i j‘ lai j- I 1- 


i'l !' 

' i • i ' K;, * H i U J f . I ^ ' t - * 1 . 

de J . . p . , ~ i ; s . , 

, J1 qg«^ ^4^ 

6tait eiactement df 1$ longueur d’onfe. Si elle eft 

seulement ti^s '^x^aveitons pr^lence d’nn 
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cas de resonance. Nous avons alors sensiblement 

B =_B'. 


En effet, B et sont Fun et Fautre tr^s grands ; d^autre part^ 
comme 

— B^) = — 2§, 


B — B' est fini ; on a done sensiblement 


B 

B' 




D’un autre c6te, nous pouvoni, dans I’expression de n^gliger 
alors ^ghcf. devanl B et B'; ce qui donne sensiblement 


e’est-a-dire que nous retombons sur la formule des oscillations 
propres. Comme B = B', Fonde est slationnaire, et la phase de la 
mar^e sera la m^me dans tout le golfe. 

Mais il importe de remarquer qu’fY n ^est nullement ndeessaire 
que cette phase soil la m6me que celle de la maree dans Voc^an 
sur lequel debouche le golfe. 

En effet, le rapport des arguments de C dans le golfe et k Fem- 
bouchure peut tres bien ^tre imaginaire. 

On montrerait par une analyse semblable que, pour un canal 
ferm^ k ses deux extr^mites, la longueur critique correspondant 
a u^ne resonance est dga^e k un multiple qu^l^o^que de k demi- 
longueur d’onde de Fpscillation prop^e ayant pour p^riode k 

p^riode ^ de 1^ force perlurbatrieei. Nousiavoins ^did ce^ reso- 
nance en detail pour le cas particulier d^un canal dirig^ suivant un 
paralMe (§ 129). - j ' ’ f. , , . 


133. Energie tran^^or^e une pscilla|ipxL proj^r^e 
canal' — Nous avons vu, en ^tudiant les ^pscill^t^ioAs ^ prppjres 
d’un canal de profondeur et de largeurjconslantes (§ 131 )y que 

linin'. 
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Consid^rons maintenant le courant de mar^e 


du ^ ? 

dt ^ ds dt 




Si nous prenons les parlies reelles de ces expressions iinagi- 
naires, nous aurons, /X ^tant r^el, 


cp = G coss -H C' cose', 

— = E^X(CcosE — G'cose'). 


Formons Texpression . 


o ^ = I jlX(C*COb*£ - 


■C'* cos*e'}. 


C’est une fonction periodique du temps. Si nous cherchons sa 
valeur mojenne reraarquanl que 

[cos2(a<-l- ^)] = 

nous obliendrons 



c'i). 


Nous savons que les deux termes de f reprdsentent deux ondes 
proj^essives se propageant en sens inverse. Les intensit^s de 
ces ondes sopt proporlionnelles aux carr^s de leurs amplitudes 
respecHves, e’est-a-dire k C* et O^; de sorte que la quantity 
d'^nergie qui passe, en vertu de la propagation de ces deux ondes, 
k travers un element de section du canal sera projoortionnelle 

Done 1?^] repr^sente cette quantity d’dnergie. 



434^ db y^jorngiB d’un liquide 

feUm. d^^ire conduits 

fe oas ti^^t^bii^p|(^4^a|il#widfepMltod^uwtdelargejur constani^ 

une oseHiatioii 
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quelconque, se propageanl dans tine aire quelconqae, N repre- 
sente la coniposante clii deplacement normale a un element de 
surface, la quantile d’energie qui le traversera sera proportion- 

nelle a la fonctioii ‘ 

Pour,jiistifier cette extension, reprenons les equations generales 
du mouvement d’un liquide tournant (§ o9), I’axe du monde etant 
pris pour axe des 


d"^ u 

dv 

__ d{y- 

‘P) ^ 

d'/r o 

dt- 

— /, CU — ^ 

dt 

dx 


dx 

d^-v 

du 

d(Y- 

P) __ 


dt- 


~ 4)' 


dy 

d^ w 

dr- 


II 

■p) ^ 

dz 


avec Pequation de continuite 

2 


du 

dx 


du 


Multiplions la premiere de ces equations par la seconde 

dv ^ dw . -1 • 1 

par la troisieme par et ajoutons; il viendra 


d^u du dk^<s^ du 

dt- dt 2md dx dt 


Considerons un volume liquide quelconque limite par la sur- 
face S. Soit T la quantile de force vive existant a Piuterieur de ce 

Fig. 23. 



volume; on aura, en designant par d'z un dl^ment de volume et 
prenant la density du liquide pour unit^, 

i5 


p. - HI. 
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D’ou, en diff^rentiant, 

dt J Zu dt dt^ J Za dx dt 

Ofj en designant par F une fonction quelconque des coordon- 
nees, nous avons la formula d’integration par parties 

les integrales de volume ^tant elendues a tous les elements d’z du 
volume considere et les integral es de surface a tous les elenients ^/or 
de la surface limite S; a, j3, y sont les cosinus directeurs de la 
normale a I’element d(7. 

Remplacons respectivement dans ceite formula 



F 

A, 

B, 

C 

par 


du 

dp 

dw 


dt * 

dt ' 

dt 

et remarquous qua 






2 ^* 

=2 

du 

“*37 

_ dn 

~ dt 


N ^tant la composante normale du deplacement 
N = a w H- pp -H y cv. 

Nous aurons ainsi 


dt 


= / A2 CO •— acr 

J ‘ dt 



d ^ du 
dt jZ dx 


dx. 


Mais la seconde de ces mtdgrales estnulle, en vertu de I’^quation 
de continuity ; il reste done simplcment 


£r 

dt 


r/N 




d^. 


Or, la demi-force vi ve T est une fonction pyriodique du temps ; il 

JTTI 

en sera 4onc die dont lav<*le«r moyenne sera nulle. 

Il en r^stilte que riduS iavots' 
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135. Le calcul que nous venons de faire reste vrai, que Ton 
prenne toutes les composantes de la marde, ou une seule d’entre 
elles, OLi encore une combinaison quelconque de ces composantes. 
Si, toutefois, on se bornait a considerer une composante isochrone 
imaginaire, et N etant alors proportionnels a la fonction 

o serait proportionnelle a sa valeur moyenne seraitnulle. 

La formiile 

serait done illusoire. 

Pour que le theoreme exprim^ par cette egalit^ ait un sens, il 
faut considerer deux composantes isochrones imaginaires conju- 
guees, ou bien, ce qui revient au meme, une composante r^elle. 


136, Relation g^n^rale entre le potentiel perturbateur et la 
mar^e. — Considerons une portion du volume de Foc^an limitde 
par la surface libre, le fond et la surface laterale d’un cone a 
generatrices verticales ayant pour sommet le centre de la Terre, 
el appliquons a cette masse liqiiide la formule gdn^rale 

Comme la surface limite comprend trois parties distinctes, 
nous aurons trois termes diff^rents dans I’int^grale du premier 
membre : 

L’integrale I'elative a la surface du fond est nulle, puisqu’en 
tous les points du fond, on a constamment N = o ; 

2 '* Sur la surface libre, nous avons 

en posant ici 


la summation ^tant ^tendue aux d^ux composantes i^c^cbrcli^es 
consid^r^es. D’ailleurs, IN = ^ L’int^gralo' relative i la^ su^ace 
librp comprendra dpne trois termes : ^ 


a. D’ahord 




228 


PREMIERE PARTIE — CHAPITRE IX. 


Ce terme est mil, car, etant une fonction periodiqiie du temps, 
la valeur moyenne de sa derivee est nulle. 

Z?. Nous avons ensiiite le terme 



11 ne sera pas nul en general, mais il existe un cas ou ce terme 
sera nul egalement : c’est celui od le volume consider^ comprend 
r ocean tout entier 

En effet, 0'^ est le potentiel dii a Fattraction d’line couclie atti- 
rante de densite — ? repaiidue a la surface de I’ocean, et nous 
avons, en vertu d’un iheoreme connu de la tlieorie dii polentiel, 

/"■§-- A"- 


Or, ^tant une fonction periodiqiie du temps, la valeur 
moyenne de sa derivee est nulle. 

c, Le troisieme terme est 





C’est a lui que se reduira Finl^grale relative a la surface libre 
si nous nous plagons dans le cas d’un volume liquide etendu a 
l’oc6an tout entier. 

3^^ Nous avons enfln I’integrale relative a la surface laterale, 
mais elle est nulle egalement dans le cas considere. 

11 nous reste alors simplement 


I’iiit^grale ^tant ^tendue k la surface libre de I’oc^an tout entier. 

Nous verrons dans la cinqui^rae Parlie qu’on d^duit de cette 
Equation <^iie Faction de$ astres sur Foc^an seul ne pent pas pro- 
duir4 de couple lret|ifd!ateur de la rotation terrestre. 


137* Si de ToJfpje ne c^Cunprend pas Focdan 

tout entier;, pose to ns. 
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‘2'ig 

H" etant rattraction de la partie du bourrelet liquide comprise a 
Pmterieur du '\olume T, II" I’attraction de la partie du bourrelet 
liquide comprise a I’exterieur de ce volume. 

Alors, le raisonnement precedent pouvant s’appliquer a H", 
nous aurons 

et, SI nous posons 

Wa = n'i -4- W, 

la portion de I’int^grale relative a la surface libre sera 



Ell general, El' est n6gligeable devant W et Ton peut remplacer 
W a par W dans cette integrale, qu’il faut ^tendre a toute la sur- 
face libre du volume T consid^re. 

Seulemenl, il faut de plus considerer ici la surface laterale de 
ce volume. Pour evaluer Pintegrale correspondante , nous allons 
pro liter de ce que, la profondeur etant to uj ours suppos^e tres 
faible, la valeiir de cp est sensiblement constante sur une mime 
verticale. 

Ecrivons, en effet, les Equations du mouvement en prenant cette 
fois comme axe des 5 , non plus I’axe de rotation de la Terre, mais 
la verticale du lieu ; /^, r etant les composantes de la rotation, 

F^quation en ~ sera (§ S9) 

Consid^rons deux points sur la meme verticale, et soil Sep Fac- 
croissement de o lorsqu^on passe de Fun a Fautre ; nous aurons 

8 ^ = w dz -h ^ J* V dz — ^ ^ I 

, , ^ i i { I . , I 

f est de Fordre 4e w. t I^e^ terme, j sera de.VoTfii^e 

de Les coefficients des autresitermes stot ded <jalthkii4^ 
pa^o^ quei p solui de m'ei trfe' vdfeil^ d^tni 

m|iltipk . coi j cm dtuic Fol^'^jc de 'ufi^ 
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a3o 

do 

de ^ A, done tres petits par rapport a o, parce que h est tres petit 

par rapport a la longueur d’onde. Ainsi, tons les termes de oo 
sont tres petits par rapport a cp, et Ton pent prendre S'p = o. 

Alors, les composantes w du deplacement resteront les 

memes tout le long d’une meme verticale, et la valeur de o — 

sera la mdme pour tout Telement h ds de la surface laterale. En 
appliquant la relation generale 



a toute la surface liniitant le volume liquide considere, nous avons 
done 

h f ft ] [? S] 

Le premier terme repr^sente le travail des forces exterieures ; 
le deuxieme, I’encrgie qui pdnetre par suite des ondes, atravers la 
surface laterale. 

La signification que nous avons donnee a I’expression ^ j 

est done bien justifi^e, qu’il s’agisse d’oscillations propres ou 
d’oscillations contraintes. 

138. Consequence : Sens de propagation des ondes progressives. 
— Nous avons dit que W| dtait sensiblement ^gal k W, potentiel 
de Fastre. Cherchons alors quel est le signe de Fexpression 

l^W ^ j • Supposons que nous ajons une composante isochrone 

W = M cos(a^ -h p) 

produisant une mar^e, 

— ^ = Ml cos(a^ H- v)^ 

M et Ml dtant tou$ deux posiufs. 

Si il xdj aqra p^s d^oalage ; sinon, la maree se trouvera 

en avanee ou en 1‘etai‘d/iupfe avance de plus d’une demi-pdriode 
dqiiivajant|i^n I’eltfird- L m; i ^ ' j : ! , : . . , 

On (^ir^ ,1a | mqmce ^ sin (y — ^) > o , at 

qu>tle est en \ (Tt m n ' ■ i : ' ^ ■ 
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Formons INous avons 

=aMMiCOs(af+P)sin(*i4-Y) 
aMM, . , . „ . . . aMM, 


*i3i 


- sin ( 2 a^ 4- P -h y) H ; — ~ Sin( y — P). 


Done 


r„. <fn a MM I QS 

Dans I’expression 


le signe des elements de la premiere int^grale d^pendra done dc 
Pavance ou du retard de la mar^e. 

Supposons une plage ou la mar^e soil partout en avance ; 
la premiere integrate sera J)ositive et, comme est n^gatif, la 
seconde integrale devra ^tre positive egalement. L’inverse se pro- 
duirait si, dans Paire considdr^e, la mare^e etait partout en retard. 

R^ciproquement, si nous d^Iimitons a la surface de Poc^an une 
certaine zone au moyen d^une courbe quelconque S, et si nous 
supposons qu’a travers les elements de cette courbe, des ondes 
progressives fassent p^n^trer de Penergie, ces ondes ne pourront 
^tre partout convergentes que si la premiere integrale est positive, 
e’est-a-dire si la mar^e est en avance a Pint^rieur de la courbe. 
De m^me, ces ondes ne pourraient ^tre partout divergentes qne 
si la maree ^tait en retard dans Paire consider^e. 

En'd’autres termes, les ondes progressives vont toujours des 
points oil la maree est en retard vers les points oil la maree 
est en avance. 

Ce r(5sultat pent paraitre paradoxal ; il n’est cependant qu une 
consequence directe du principe des forces vives. L’^nergie toiale 
^tant une fonction periodique du temps, sa valeur moyenne doit 
(^tre nulle. Or, comme forces exterieures, nous avons Pattraction 
des astres dont le travail est repr^sente par la premiere int^grale^ 
a ui?i faeteur constant pres. lies autres forces spat la pressmn qui 
s’eo^erpe sur la suifface Mmitaatfle volume, et dont le est 

repr^Sepiti^ par la seebude 
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L’equalion exprime que la valeur moyenne clu travail des forces 
exLerienres doit etre nulle. 

Si Ton a line onde progressive allant vers I’interieur, Je travail 
des pressions est positif. D’autre part, rattraction tend a accelerer 
le mouvement si la maree est en retard et prodiiit alors im travail 
positif; ce travail serait negatif si la maree etait en avance. 

Par consequent, si nous avons dans la region consideree la 
mart^e en avance, I’atlraction tendra a ralentir le mouvement et, 
pour que la maree reste periodique, il sera necessaire qu’il vienne 
du travail de Texterieur pour compeiiser ce travail negatif. 

Toutefois, ceci suppose que le frottement est negligeahle. 

Si le frottement ^tait tres grand, comme, par exemple, dans un 
canal tres pen profond, Pin verse pourrait alors se produire. Mais 
dans un oc^an ^tenclu, Pinfluence du frottement, alnsi que nous le 
savons par les travaux de IVI. Hough, est tres peu sensible, et des 
ondes progressives ne pourraient converger vers une m^me region 
que si la premiere integrale etait susceptible de prendre en cette 
region une valeur absolue notable. Nous en deduirons bient6t 
Pimpossibilit^ de la theorie par laquelle Whewell a cru pouvoir 
expliquer la formation et la propagation des marees (§ 217). 
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CHAPITRE X. 

ETUDE DES PROCEDES DTNTEGRATION DES EQUATIONS 
DU PROBLEME DES MAREES. 


139. Methode de Fredholm. — Nous avons, dans ]e Cliapitre 1, 
etudie d’line facon gen^rale les conditions des petites oscillations 
propres on contraintes d’un sj'steme m^canique, et nous avons 
donne la solution complete du probleme dans le cas ou le systeme 
considere possedait iin noinbre fini de degres de liber te. 

On sail que le calcul se ramene a la resolution d’un systeme 
d’equations du premier degre ou les inconnues ont pour coeffi- 
cients des polynomes en X. 

Lorsqu’il s’agit des oscillations contraintes, X est donne; pour 
les oscillations propies, on commence par d6terminer X a baide du 
determinant des equations. 

Dans un cas comme dans Tautre, le probleme est toujours ra- 
mene a la consideration d^un systeme d’^quations et de son 
determinant. 

Lorsque, de T^tude d^un systeme constitu^ par un nombre fini 
de points discrets, nous avons voulu passer i celle d^un svsteme 
naturel conlinu, nous avons amends a ecrire un petit nombre 
d’^quations diff^rentielles devant servir a determiner certaines 
fonctions inconnues. 

Mais, si nous avions pu distinguer entre chacune d^s moMcuIes 
dont est form^ le volume des mers, nous aurions eu uii nombre 
extr^mement grand d’equations alg^briques pour d^teritiirier 
autant de constantes inconnues. ^ ^ ^ ^ 

On congoit done que Tmt^gration de nos ^(|[u!atioE(s ttfSd- 
rentielles puisse se faire par une |^^n4ralisation ju(Jigi^u$e' de Ja 
th^orie des determinants et des systemes du premier fcleiifll ' ^ H j i 

Telle esi "pHcis4m!ent' ess^nti^fe' ' de llj ^ l|e 

Mi Fredtoim; dontTa d^cduvferte |:*^cente aMi 
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considerable a la th^orie des ecjuations anx derivees partielles que 
I’on rencontre dans la plupart des problemes de Physique mathe- 
matique. 


140. Avant d’appliquer la methode de Fredholm a I’int^gration 
des equations differentielles de la theorie des marees, nous allons 
sommairement en exposer les principes generaux. 

Soil un systeme de n equations iineaires a a inconnues se pre- 
sentant sous la forme 


les coefficients etant des constantes. 

Nous pouvons r^soudre ce systeme par rapport a yh et en 
deduire 


Nous avons ainsi deux substitutions Hn^aires inverses : les x 
sont fonctions Iineaires desj^? et inversement. 

Cette notion simple pent ^tregeneralisee de plusieurs manieres : 

D’abord par une integrale definie. Supposons, par exemple, 
deux fonctions A et o liees par la relation 

Jo 


La function f (x^ y) est une donnee, elle constitue ce qu’on 
appelle le noyau. Faire subir a o (x) I’op^ratiou S consistera a 

prendre Fint^grale definie C /{x:^y) o (y) dy. 


cp et J; sont ici deux fonctions inconnues, et le noyau correspond 
aux divers coefficients Kik] en regardant la quadrature comme une 
limite de somme, nous avons une relation lineaire avecune infinite 
d’inconnues. 

2 ’’ Un autre mode de generalisation est obtenu par les series ; 
soil, par exemple, 


Les sont des* , k deter^ine^* : correspondent 
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3^' Nous pouvons avoir enfin une relation lineaire de la forme 

cp(57) = a 

a et [i etant des fonctions donnees de x, 

constitue une combinaison lineaire, puisque c’est la 

£ 

141. Quand on inverse une relation lineaire ordinaire, on ob- 
lient une relation de m^me nature. 

En partant d’une des formulas generalis^es , nous pourrons 
trouver par Uinversion, soit une relation de m6me nature, soit 
une relation de nature diff^rente. 

D’une integrale defiuie, par exemple, nous pourrons obtenir 
encore une integrale definie. Tel est Je cas de F integrale de 
Fourier 

cp(.r)=: J e^^y^(y)clx, 

dont Finversion donne 

2ir'KjK)= / o(x)dx, 

Au contraire, d’une s^rie comme la serie de Fourier 

<p(^) = 

nous aurons par inversion une integrale definie 

I o{x) dx, 

0 

Enfin, en inversant une relation sous forme d’int^grale definie, 
on peut obtenir une relation sous forme d’^quation diff^rentielle. 
Un exemple simple de cette derni^re inversion nous esl fourni par 
F^quation de Poisson. 

Si nous supposons que V soit le potentiel d’une paatiere atti- 
rante de density p, on a . ^ 



' ' ' - f < j ' ‘ f n t ; I ' ^ j 

d":' ^tant un element de volume k la distance /• do pqmi aHir^ 
el p' la density au'cejutre icje ^ravit6 de cet 4jSjaiesilV 
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En inversant, nous avons 

AV=-4-p, 

c’est-^-dire que p est donne par une expression diflerentielie. 

C’est ce dernier mode d’inversion qiii est applicable a la solution 
du probleme des marees. Les equations que nous avons appids 
a former dans les precedents Chapitres sont des equations difle- 
rentielles ; nous en deduirons, par inversion, des equations 
integrales du type de I’equation de Fredholm. 


142. Equation integrale de Fredholm. — L’equation de Fred- 
holm est de la forme 

(0 = \ f J\os,y)v^iy)dy-^^{x). 

On pent aussi I’ecrire, en donnant a Foperateur S la signifi- 
cation definie au paragraphe 140, 

A est un parametre arbitraire ; A [x) est une fonction donnee, de 
inline que le noyau {x) est la fonction inconnue que 
Ton se propose de determiner. 

Nous introduirons la notation suivante : 








Xfi 

yn 



^iyk ) ! 


pour repr^sen ter le determinant dont le terme general est f{xiyk)- 
Ce determinant a n lignes et n colonnes ; ce sera, par exemple, 
dans le cas /^ = 3, 

fi^iyz) 

/(^bJKi) /(^2JK2) f{3Ctyz) ; 

f{^zy\) fi^zyz) A^zyz) 

f{x^y) etant une donnee de la question, le determinant sera 
donne egalement. 

L’^quation (i) pent ,^tre comme la generalisation 

d’un syst^me d^^quations, lin^aWs de la feme 

' ' ^ ‘ f V t J h 1 ^ i ' : , 

(^) ' r i I: ' ! i 4| - ^ i 


1 
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Les jK correspondent a (x)^ ce sont des donnees ; 

Les X correspondent a o (x) et ce sont des inconnues. 

'EAi/fX/i est une combinaisun lineaire des x qai correspond a 
S (^). Nous aliens bientot voir que la resolution de requation(i) 
et celle du sjsteine (2) pen vent se faire par des precedes tout a 
fait analogues. 

Resolvons, en effet, le sjsteine d’equalions ( 2 ) par rapport aux x^ 
et nous obtiendrons 


.r/' ^ v N// 


NiA- ct D elant des constantes dont voici la signification. D est le 
determinant de nos equations lincaires; ce serait, par exemple, 
dans le cas de deux variables, 

[ — XAit — XA12 
— X A21 I — A A22 


D’une fa^on gen^rale, le coefficient de x/i dans la Equation 
sera 

— X A;7, si i ^ k. 
r — XA// si i^k. 


Pour definir considerons les mineurs du determinant D. 
La resolution du systeme d’equations par rapport a x nous donne 
directement 




M/a etant le mineur obtenu en supprimant la ligne i etla colonne /c* 
Dans le cas ou i=k^ ce mineur aura sur toute sa diagonale un 
terme i — et nous poserons alors 

M/ 7 ' = 1 — X 


Dans le cas ou f nous ecrirons ^ , 

— X]Nj?Ar- : ' ‘ ' 

4vec ces notations, la solution se presente, biet^ iSOUfi 1 

r;.,, 


* . M ' ' 
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Nous aliens nous occuper maintenant de d^velopper D et 
Ce sont des polynomes entiers en X que Von peuL mettre sous la 
forme 

D = 1 — 

Designons par 

ai a 2 • • • 

OLi OL^ • . • 


celui des mineurs du determinant D qui est forme avec les 
les i et les k prenant les valeurs ai, a^, , , y.,i. 

Nous trouverons 

^ ^ sci as ... a,i 

^ 5 

^ ai as ... a,i 

le S s’etendant a tous les mineurs d’ordre n de la forme envisagee, 
mais en regardant comme difFerents ceux qui ne different que par 
Pordre des lettres a/; si nous ne faisons pas cette distinction^ 
comme chaque mineur d’ordre n apparaiLra n ! fois, nous devrons 
ecrire 

«!S„ = 2 



^2 • 

. a,j 

ai 

a2 . 

. • 


deux mineurs qui ne different que par I’ordre des a n’etant plus 
regardes comme difFerents. 

Developpons de meme N^. Le coefficient de sera une 
somme de determinants ayant une ligne et une colonne de plus 
que les determinants correspondants du coefficient Sn • on les 
obtiendrad’ailleurs en bordant respectivement chacun des mineurs 
de A qui constituent de la ligne et de la colonne. 
Nous aurons done, en sommant sans separer les mineurs egaux, 


! S/i — 


k cci 
i oLi a2 


a/i 


Telle est la solution dusyst^me dMquations lin^aires consid^r<^. 

143. H s^a^it inaintenyni 'g^nWraliseb cette solution pour 
r^tendre k I’dquation 4etPn0(||iplin^, 

Alors, k Aiff; correspond 
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A I’indice nous ferons correspondre la valeur de la 
variable x ; de telle sorte que le mineur 

aj ... 'JLn 

ai a2 ... OLji 

deviendra le determinant forme avec /(^/, xi^)dxh^ 

La formula qui donne S,i s’ecrira done avec nos notations 

7z!S,i= f f( ^ \ dxi dxc, . , . dxn-, 

J \ Xi x^ ... X,, ] 


Fintegrale etant prise entre les limites o et i. 

On voit que S,/ est une donnee, qui se calculera par de simples 
quadratures. 

Nous obtiendrons de meme en remarquant que I’indicc i 
correspond ^ la valeur x et Findice k a la vaJeur jk; par suite 


n ! 



y Xi x^^ 

X Xi Xi 


] dxx dx^ . . . dxn^ 


Xn J 


Fintegration etant encore faite entre les m^mes limites. 

n’est done plus une constante, comme Fetait S^; e’est une 
fonction de x et dey, mais on peut egalement la calculer par des 
quadratures. 

Alors, la solution de F^quation de Fredholm sera 

(3) ) = '}'(>') — ^ y' 

avec 


La solution est ainsi obtenue par une generalisation fort natu~ 
relle de celle des equations lineaires. Ilfaut toutefois s’assurerque 
celte generalisation est legitime. 

Nous n’entrerons pas ici dans les d entails de, laideimonstratlon; 
nous indiquerom 'se&lement qu^en s’applijfant sur ini tbiScJreine 
dp IVC. Hadamard, ffredhplmt a, ddmontre 'que., $i ^ j i , ] 
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on a 

n ! S,i < •• 

II en resulle que D(X) est ime serie toujours convergente ; c’est 
line serie analogue a celle qui domie 

11 en est de inline de N. Pai' consequent, la fonction sous le 

signe I " est une fonction ineromorphe de )s. Malheureusement, 
chaque terme n\jst pas facile a calculer. 


JM. Cas oti la m^thode est en defaut. — La methode se trou- 
verait en defaut pour les valeurs de A qui annulent C’est ce 

qui se presente en cas de resonance. Tant que X n’est pas egal a 
une des A^aleurs correspondant aux periodes d’oscillations propres, 
c’est-a-dire tant que D(a) n’est pas nul, nous trouverons pour la 
solution une valeur finie; la solution deviendrait, au contraire, 
infinie si la resonance etait parfaite. * 

Siipposons maintenant que D(X) = o pour X = Xi] la solution 
donnee par I’^quation (3) sera en general infinie; elle pourra 
Tester finie cependantpourunclioix convenable dela fonction i{;( a?) 
si le num^rateur 



a?) 


s’annule. De plus, I’^quation sans second membre 

'f (>^) = XS 

ofi Ton a remplac^ ^(•^) par z^ro, admettra une solution de 

sorte qu’on aura 

cp^-(a7) =X/S^/(a7). 

Cette solution correspondra dans le cas des marges k une oscil- 
lation propre du syst^me. On pourra alors ajouter k la solution (3) 
cette fonction multipli^e par un facteur constant arbitraire, 
en sorte que U , solution de I’^qaation de Fredholm devient ind^- 
terxnin^e. . . , . 

d’est qde,^ d’jrn d’dquation;s ordiftaires 

I® JLa ittBafej M ind^temin^fe dans 



PROCEDES d’iNTEGRATION DES EQUATIONS DU PROBLEME DES MAREES. *241 

2 ^ Les equations homogenes, c’est-a-dire privees de second 
membre, admettent une solution. 


145. liquation integrate gen6ralis6e. — Le r^sultat obtenu 
avec Tequation de Fredholm est susceptible de nombreuses gene- 
ralisations. 

En premier lieu, au lieu de prendre zero el un comrne limites 
d’integration, on pent prendre des limites quelconques ; il est Evi- 
dent que rien ne serait change. 

En second lieu, on pent considerer des integrales doubles ou 
multiples : la methode s’appliquerait 4galement sans modifications 
essentielles. 

Supposons que Ton ait 

o(M) = X f 


M et N sont deux points de coordonnees respectives t; si- 

tues a rint^rieur d’une certaine aire du plan, da est I’^l^ment de 
surface d^dri dont le centre de gravity est N. Nous supposons 
donnee la fonction /(M, N) des quatre variables y^ yj : c’est 
le noyau; est une fonction de y ^galement donnee. La 

fonction ^ est k determiner, et nous considerons Fint^grale 
f o(N)/(M, N)rfT coinme ^tendue k Faire entiere. 

En d^signant par 

/Ml M, ... M;,\ 

•^\Mi Ms ... Un) 


le determinant dont F^l^ment g^n^ral est /(Mj, M^) pris pour 
tons les centres de gravity respectifs M,, Ms, M;^, nous 
aurons 


n\ S« 



Ms 

Ml 


M„ 


<3?(Tj d^i . . . ddfii 


et la solution s’achevera comme pr^c^demment. 


146. Nayaux — Reprenons la ndatiofei 


S^(ar.>= ^ 


5 i j 


qui d6finit une substitution line?ure apydiqu^e a la fonction <p. 

- iii.^ It’::.' . 


[ ' f 
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Appliquons-la plusieurs fois de suite. Nous aurons 

Sf(r)= J 

S^tf(x) = J" f(x,y)f(y,z)f(^z)dj'dz, 

SS(p(a;) = y /{x,y)f(y, z)f{z, t) <p(t) dy dz dt, 

Si nous posons 

/ 2 (a^,z)— J f{x,y)f{y-,z)dy, 

fz{x,t)T= J /{aj,y)/(jK, ^)f{z, t) dy, dz, 

* 

nous pourrons ecrire 

S»<p(a7)= J'ft{a;,z)f(z) dz, 

S»o(a?)= J' fi{x,t)(f(t)dt, 



/ 2 (a?, z), fz (Xy 0? * • * noyaux reiteres^ 

Pour montrer I’importance de cette notion capitale dans la 
th^orie de Fredholm, prenons d’abord I’^quation elle-m^me, 

^{x) = XScp(a7) H“ 

On pent, en premiere approximation, n^gliger X et prendre 

cp(a7) = ^{x), 

Une deuxi^me approximation donnera 

^(o?) = H- XS<}^(a7). 

Puis, par d'autres approximations successiyes, 

cp(a?) = XS^(a?)-f- X2S*^4'(^r) -H S®tl/(a7) h- 

^ ' ' * 

Les coefficients i t^|‘B^fs,faC|Ciessifs f’obliendisoHt done en se 
servant des noy^nx r^iti^^i,' tet; nonV anrons ainsi f{x) sous la 
forme d’unte s^xiie? i s^VjaJnl ’ les • puissances croissantes 

‘ H * i < i ’ . , ■ ' 1 , \ 

~ i ' \ A J : ; i H 1 1 1 1 i i I M ! h ^ f i t - ,i f ^ f .j I i ^ ' ; ; , ‘ * > ' * 
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Tout a I’heure, nous avions obtenu sous la forme d’un 

quotient de deux series endures en X. Ici, la division se trouve 
efFectuee. Seulement, il convient de remarquer que, dans la solution 
de Fredholm, le numerateur et le d^nominateur convergent tou- 
jours, quel que soit X; tandis qu’ici la convergence alien seule- 
ment si X est petit. 

147. Appliquons I’operation S aux deux membres de T^quation 
de Fredholm 

^{x) = XS(p(^)-h 

Nous aurons 

S(p(a7) = XS2«p(a7)-i-SJ^(a?). 

D’ou 

f^{x) = X2S-9(ii7)-hXS<}^(:r) -i- 

Les deux derniers termes du second membre sont des functions 
connues. En partant du noyau simple, nous aurons done obtenu 
une equation de m^me forme et ^quivalente, mais renfermant S*^, 
e’est-a-dire le noyau double. Et nous pourrions continuer de m^me 
a Faide des noyaux r^it^res. Or, la substitution d’un noyau reit^r^ 
au noyau simple peut nous procurer dans certains cas un avantage 
pr^.cieux. 

En elfet, [’application de la m^thode exige que le noyau simple 
soit constamment limite; il est n^cessaire que Ton ait 

i/(^7r)l<M. 

Supposons que cette condition ne soit pas remplie. Consid^rons, 
par exemple, le cas de 1 ’Equation int^grale a deux variables et 
supposons que le noyau/(M, N) devienne infini d’ordre a lorsque 
la distance MN est null e : 

MN 

Prenons un autre point P, fixe comme M, et considdrons une 

function (N, P) qui soit de I’ordre NP ^ ^ i i 

Formons I’int^grale multiple . , ' . ; | ^ ! 
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d<7 etant I’el^ment de surface (ou de volume dans le cas d’une 
equation a trois variables) dont le centre de gravite esL N. On 
obtiendra ainsi une fonction cp(M5 P) et Ton reconnaitrait que 
cette fonction est de I’ordre de 


n etant I’ordre de Fintegrale. 

Par consequent, si le noyau simple devient infini d’ordre a, le 
noyau double le sera d’ordre 2a — n\ de meme, le noyau p le 
serait d’ordre />(a — n)-^ n. 

Pour obtenir un noyau reit^re qui ne devienne plus infini, il 
suffira doncde choisir p de telle sorte que 

/>{a — n) -i- n < o, 

„< 

II suffit done que Ton ait 


QL 

Ceci nous permettra d’appliquer la m^thode de Fredholm, 
meme dans le cas ou le noyau devient infini. 

Ainsi la m^thode sera applicable pour une int^grale simple 
lorsque a<; i, pour une int^grale double lorsque a < 2, etc. 

G’est la le point essentiel de la th^orie. 

148 . Application de la m^thode d© Fredholm k I’equation d© 
Laplace. — Si nous commengons d’abord par faire abstraction de 
I’attraction du bourrelet, les Equations que nous avons rencon- 
trdes dans I’elude du problem© des marges sont de la forme 

(p ^tant une fonction inoonnue, et a, o,/des fonctions donn^es 
de X et y. De pl*u 3 , il faut tenir compte des conditions aux 
limiles. , - = 

Avant de chereW ^ il^t^gpejr ces Equations, nous commencerons 
par trailer une ^qdation de forme et plus simple, (’Equation 
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de Laplace 

AV = o, 

qui dMnit le potentiel en dehors des masses attirantes. 

On sail qiie, dam Vespace h trois dimensions, cette equation 
est satisfaite par le potentiel newtonien. 

Dans le plan, au contraire, Tequation de Laplace n’est pas 
satisfaite par le potentiel newtonien, mais elle Test par le po- 
tentiel logarithmique qui correspond a une attraction proportion- 

nelle a - • 

7 ' 

On passe facilement du premier cas au second. C’est ainsi que 
le potentiel newtonien d’un cylindre mdefini doni les generatrices 
sont paralleles k Oz el dont la densite est independante de se 
ramene au potentiel logarithmique de la section droite passant par 
le point attire. Si [a est la densite au centre de gravite de Teie- 
ment da de la section droite situe a la distance r du point attire, 
Tattraction newtonienne du cylindre eiemenlaire homogene inde- 

fini ayant pour base cet element sera — ; elle est done egale k 

celle que produirait I’eiement d<T si la densite y etait 2 [a et si cette 
attraction derivait d’un potentiel logarithmique. 

De meme, le potentiel newtonien dhine surface cylindriquedont 
chaqiie generatnee est homogene se ramene au potentiel logarith- 
miqne du contour de la section droite. 

Nous aliens rappeler brievement les principales propri^t^s du 
potentiel logarithmique. 

Si nous considerons une aire plane attiranle, I’expression du 
potentiel logaidthmique en un point plan de cette aire sera 

^tant un ^l^ment dela surface attirante, p' la density au centre 
dc gravite de cet ^l^ment et r la distance de ce centre de gravity 
au point consider^ j, 

Ce potentiel satisfail a 
masses attirantes. En tout 
le potentiel logarithmique 


F^quadon de Laplace,^ 
point faisant partie 

satisfait a F^uatidn^ de r 1 1 ! 1 1 
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On salt que, dans le cas dn potenliel newtonien, la formnle de 
Poisson s’^crit 

AV = — 

Celle qui est relative au potent! el logarithmique en est une con-* 
sequence immediate, d’apres les considerations precedentes. 

d49. Potentiel logaritlmiique de simple conclie, — En suppo- 
sant que les masses altirantes soient reparties sur une courbe 
plane, nous aurons le potentiel logarithmique de simple couche 
dont I’expression est 

v=y' p'rf/iog^, 

ds’ etant reiement de la ligne attirante. 

Ce potentiel est une function continue. Mais en est-il de m4me 

de ses d^riv^es, et en particulier de 

Soient M le point a?, y ; M' le point attirant ds ^ ; abaissons la nor- 
male MN sur la courbe attirante : la composante de I’altraction 

Fig. 24. 



suivant cette normale a pour expression (Jig^ 24 ) 


(£L 

da 



ds' 


COs4> 

r 


II est int^ressant de savoir ce qui se pas^ lorsque le point M 
vient smr la pourie, . 

Pi^e^pns de p^ri et d^auti^e dp pqiiqt bjf dpbx points ^ infini- 
ment voisins.|Ils|>ai;t5^|^qnt la courbe enli^r^;en deu:^jpartips r lo 
petit are aNp et le feste de la courbe. depx parties dans 
ri ntdgrale. tdrsqu^ le sfe Ji^ciprtfcbe de N, qiuelque petii 
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que soil aj3, la premiere partie tend vers rep, p etant la densite 
en M ; quant a I’autre partie, elle conserve la forme d’une intdgrale. 
On aura done 


dN 




I’int^grale ^tant prise sur la courbe, de a a (3, en laissant de c6i6 
le petit arc; e’est-a^dire, a la limite, ^tant prise sur la courbe 
entiere. 

Si, au lieu de tendre vers N par des points int^neurs, on etait 
parti d’un point ext^rieur a la coyrbe, on aurait trouve pour la 
premiere partie de I’int^grale — Tzp au lieu de Ttp. 

dV 

La composante normale de Tattraction n’est done pas une 

fonction continue : elle eprouve un saut brusque de 27zp quand on 
franchit la simple couche au point de density p. 


doO. Potentiel logarithmique de double couche. — Considerons 
deux courbes infiniment voisincs; et supposons, bien que cette 


Fig 24 dis* 



hypothese ne soit pas essentielle, que la distance e de ces courbes, 
estim^e suivant la normale, soit constante 

Soient ds^ et ds^' deux elements correspondants ; sur ds^ nous 
supposerons une masse atiirajite et sur ds^' une masse ^gale 
et de signe conlrfiire — p\dd , A.ppelons r et les distances du 
point x^y aux centires de gravity respepiifs des dl^ments dd etdd' , 
^ous aurons Fexpression du potentiel logarithmique de doable 

^IJp^da py^ytiel de simple coiiche,log-^ 

V ^drii t^es voi^iiis, on'a 


s ; I i , 5 


M M 
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Nous aurons done, abstraction faite de s, 


Or, 

r 


dB' 6tant Tangle sous lequel on voit du point M Telement ds^ ; par 
suite 

V=J^ p'dO' 

Pour voir ce qui se passe lorsque le point M se rapproche de la 
courbe, menons la normale MN et la perpendiculaire aM{3 a cette 
normale 20 )- L’arc est vu de M sous Tangle 'ir, done 

V = -nrp -H J p' d ^' ; 

p est une quantile interm^diaire entre le maximum et le minimum 
de p sur a la limite, ce sera la valeur de p au point N. 



Uintegrale est iStendue au reste de la courbe, en dehors de 
Tare aN^ ; k la limite, elle sera ^tendue k la courbe emigre. 

Si I’on se rapprochait du point N par Texl6rieur, on aurait — Tip 
au lieu de xp. 

Par cons^queutj lu poieniiei logmttoiqo^e de’ ctouble couche 
n’est pas une fonctiou daus e|i|q est CQujtiupe 

a I’int^rieur^ ainsi Tekt^rietir de uttiraute, mais 

elle ^prouve m0 disooutinuit^ brusque 4^ Jfranchit 
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la double couche. On voit done que le potentiel logarithmique de 
double couebe se comporte comme la derivee premiere ^ du po- 
tentiel logarithmique de simple couche. 

151. Resolution du probieme de Dirichlet. — Nous allons nous 
servir des proprieles du potentiel logarithmique pour resoudre, 
par la methode de Fredholm, le probleme de Dirichlet dans le 

II s’agit dp trouver une fonction V qui soil harmomque a 1 inte- 
neur d’une courbe plane ferin^e et qui prenne sur cette courbe 
des valeurs donnees V — F. 

Nous pourrons toujours repr^senter cette fonction par le poten- 
tiel d’une double couche dont il faudra determiner alors la den- 
sity. Pour cela, nous nous servirons de I’^quation 

qui est de la m^me forme que I’^quation integrale de Fredholm 

p est la valeur de la densitd au point M, e’est I’inconnue k deter- 
miner : p correspond a V est une fonction connue qui cor- 
respond a p^ correspond k ©(?), ds^ k correspond 

Fig. 26. 



au noyau. Noub supposons que la courbe nepr^sente pas de points 
anguleux, ce noyau est done Gni. Devant notre integrale, il n’y a 
pas facteur X : pour retrouverla forme de Fredholm, nous i^eta-- 
biiron^ ce^faliteat^fil strffira tie rfaire’ fensnile X ^ i : 

tout le ion^ dti Contour ( fisr. ^ ^ i 1 f 1 * I 1 i I 

r^sol® par |a jailtiod J ‘ d^ 




25 o 


PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE X. 


1S2. Le plus souvent, dans les questions relatives aux marees, 
nous aurons a nous donner sur le contour, non pas la valeurde 
mais celle de 


dV ^ dV 
dn^ ds^ 


C etant une fonction donnee de s, 

Commengons par envisager le cas ou Ton donne sur la courbe 


dn 


= F. 


Nous nous servirons alors de la formule du potentiel logarithm 
mique de simple couche {fig. 27 ). 



Observons tout d’abord que la fonction F ne peut pas 4tre 
quelconque. En effet, nous aurons, en vertu de la formule de 
Green, 

J^ds = — f d<s = o, 

puisque, la fonction V ^tant barmonique a Tint^rieur du contour^ 
on a 

AV = o. 

Done, la fonction F doit satisfaire k la condition 

J* F d$ = Q^ 

Supposons cette condition rempKe* Jje est ici au 

lieu de mais il reste ^gaJement fiAi,' gi 'nduii aWus encore 

^ ^ ^ ‘ ^ i t ^ ‘ j ' M ' M 

une Equation int^grale de Fredholm se r^^sptfdra^ ^sf^si idiffi- 
calt^. 
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Si, au contraire, la fonction F estarbitraire, on pourra toujours 
Lrouver une fonction V satisfaisant a la condition 


dn 


= Fh-K, 


K etant une constante arbitraire dont on disposera de telle sorte 
que 

J (F-hK)ds = o. 

Mais alors, il reste a expliquer comment il se fait que la m^- 
thode de Fredholm ne s’applique pas quelle que soit la fonction F. 
Si nous r^tablissons pour un instant le parametre X, la solution 
nous sera donn^e sous forme d’un quotient de deux series entieres 
en X, Or, il arrive ici que le d^nominateur s’annule pour X = i * 11 
faut done necessairement que le numerateur s’annule aussi, et Ton 
trouve pr^cis^ment que cela exige 


J* ¥ d$=iO, 


153. Consid^rons maintenant le cas on nous nous donnons sur 
la courbe (B et C ^tant deux fonctions donn^es de s) 

dn ds 

Ici encore, nous ne pourrions pas toujours prendre pour valeur 
de cette expression une fonction F arbitraire. 

Si, en effet, C est une constante, et si B est nul, nous devrons 
poser 

ri\J WV 

K, 


dn ds 


K ^tant une constante choisie de telle sorte que 

f (F-hK)i3fe = o. 

» . ' « 1 - 1 ^ 1 ' I ^ i ' , ^ ’ I , ' ^ t ^ ' 
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Or, la premiere integrale du second membre est nulle cn vertu 
de la formule de Green et la seconde est nulle egalement puisque 
Ton fait tout le lour de la courbe. 

La solution nous sera encore fournie par un potentiel de simple 
couche, et Finconnue p sera donn^e par une equation de Fred- 
holm. En efFet, la composante langentielle de TaLtraction a pour 
expression 

dV r , , ,sirnl 


Nous aurons done a resoudre Fequation int^grale 


dn 


ds 


: 'irp ■ 




cos 6 ^ ^ sin<^ 
r r 



Le noyau est ici 



-4-Blog^- 


C^est une fonctionde^'etde ^qui pent devenirindnie pour r = o 
parce qu’on a alors sintb = i . 

Ainsi done, le noyau devient infini d’ordre i et nous avons une 
integrale simple- Malgr^ cela, on peut appliquer la mdthode de 
Fredholm, mais avec quelques modifications. On sail, en effet, 
que la composante tangentielle de Fattraction reste finie, k condi- 
tion de consid^rer la densite p comme continue. 

Comment cela peut-il se faire, puisque Fint^grale 


n’a plus alors aucun sens, un de ses 6l^ments devenant infini? 

Pour expliquer cette contradiction, considerons, par exemple, 
F integrale 



et supposonsqu’enlre les deuxlimites d^nt^gration, pour la valeur 
zero,/(.r) devienne infini. Alors, Fint^grale n’est plus conver- 
gente, mais on peut iidfihir h^ainnoins, d^apres ^C^uelxj^, sa valeur 
principale. Int^gmns de — ik—e^ puis de ^ & k + i en laissant 
de edt^ le petit segment qompris entre — eot rh e * nous aurons 
ainsi une integrale qni sera pnie. Rife,; j^en^rpj 

z4ro : I’int^grale t^ndr^ yefs une lintite grit m mm- 

cip^le. ■ 
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Si I’on applique cette regie au calcul denotre attraction tangen- 
tielle, on d^tachera deux petits arcs egaux de part et d^autre du 

point M {fig* 28) et I’on caleulera I’mtegrale J sur tout 

Fig 28. 



le reste de la courbe en dehors de ce petit segment, en faisant 
tendre ensuite les petits arcs vers zero, on aura la valeur pnncipale 
de Tmtegrale, qui repr^sentera ia composante tangentielle. 

154. Nous aliens appliquer encore la m^thode de la reiteration 
du noyau, mais elle nous conduira ici k des resultats tout parti cu- 
tiers qui necessitent un peu d’attention. Soit jk) le noyau qui 
est une fonction analylique et qui devient infini pour ^ =j, de 
telle fagon que nous ayons 

Scp(^) = j" f{x, y)o(y)dj^. 


Nous supposons done que y) est une fonction analytique 
qui n’a d’autre singularity que le p61e = x. 

Fig. 29 
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pour cela appliquer la regie suivante : integrer suivant les deux 
chemins curvilignes APB et AP'B et prendre la moyenne arithm^- 
tique {fig. 29). 

Pour r^it^rer le noyau, nous poserons 

J /('S, 

S2o(ic)= f{a;^z)6{z)dz\ 

chacune de ces integrales devra ^tre calculee d’apres les m^mes 
regies, c’est-a-dire qu^on devra integrerpar rapport a^ le long des 
deux chemins AMB, AM'B passant de part et d’autre du points et 
prendre la moj'enne arithmdtique ; et de m^me par rapport ky le 
long des deux chemins APB, AP'B passant de part et d’autre des 
deux lignes AMB, AM'B et par consequent de part et d’autre du 
point z et prendre encore la moyenne arithmetique. 

En d’autres termes, nous avons 

s*o(a?)= 

Pour calculer ceLte integrale double, nous devrons la calculer 
successivement en faisant suivre : 

A y le chemin APB, ^ le chemin AMB ; 

» AFB, » AMB; 

» APB, » AM'B; 

» AFB, » AM'B; 


et prendre la moyenne arithmetique, ce que j’exprimerai en ecri- 
vant 

^AMB ^AM^B ^ AM'B 

4S2<p(a?)= / + / -(- / -4- / 

^APB «/aPB *^AP' 


^AFB 


Mais nous avons 


APB 


AiJ'B 


. . ^ I 


4^? 

' ' ‘ ' M 1 1 H ^ I ! 


car, esi sUr 

et AQ'B ^ teiNcf le 


1 
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infini, c'est-a-dire la valeur z~y, De m^me 


^AMB ^AQB 
»Ap'B ^AP'B 

Au contraire, nous aurons 

^AMB «AQB ^AMBQA ^AQB 

/ =/ +/ ^ ^ f ^ 

•/APB •/APB •/APB •/APB •>^APB 

C repr^sentant un contour infiniment petit d^crit dans le sens 
direct par le point z autour du point j)/. 

En efi'et, quand nous decrivons AMBQA nous tournons dans le 
sens direct autour du point singulier z=y qui est un p61e du 
noyau, et, comme nous n’avons a Pmterieur du contour d’inlegra- 
lion aucun autre point singulier, nous pouvons remplacer ce con- 
tour par un petit cercle entourant ce pole. De m^me 

^AM'B ^AQ'B ^AM'BQ'A ^A(i'B 

•^AP'B •/aFD •'^AP'B •/aFB •/AP'B 

Car Je contour AM'BQ'A tourne autour du p61e z =y dans le 
sens retrograde (d’ou le signe — ). 

Nous pouvons done denre 

^AQB ^AQ'B ^AQB ^AQ'B «C 

4529 ( 57 )= / -hi -h/ -h/ -h/ 

•/APB •-^APB •/^AP'B •/AP'B •/ APBP'A 


ou plus simplement 


, ^AQB-+-AQ'B 
^ •/APB AP'B ^•/C' 


QI 6tant un petit cercle ddcrit par le point y autour du p61e y=:x. 
Le premier terme peut s’ecrire 

, z f 7 ) 9 ( 7 ) 


-AIJB+AU'B 

7)^-J , /(=»? ^)f(^>7) 

0^ id^vient pas ja^ni pjoiur 
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ce qui nous permet d’ecrire le premier terme sous la forme 

y /sCa-, 

Fintegrale etant prise le long de ladroite reelle A^B. 

Quant au second terme, il peut se calciiler par la methode des 
r^sidus; si R(^) estle residu pour = ^ de la function f[x^ y) 
consider^e comme fonction de y^ on trouvera 

7r2 R2(^) (p(a7). 

On aura done finalement 
S2cp(a7) = J 

Nous avons yu plus haut (§ 147) que F^quation de Fredholm 

(p(:r) = 

pouvait se ramener a F^quation 

(p(^) = S29(a:)-4-e(5?), 
ou 

6(:r) = S -4- 

est une fonction connue. Cette Equation, dans le cas qui nous 
occupe, prendra la forme 

o(ar)[i-7t2R2{a7)]= J Mx, y) f{y) dy + ^{x). 


II suffit de diviser par i — •rc*R» {x) et de faire passer — ^ sous 

le signe J'four retrouver la forme ordinaire de Tequation de Fred- 
holm. 

II faut toutefois que i — nm^(x) ne s’annulepas entre leslimites 
d’int^gration. Cette difficulte se pr^senterait, dans le cas qui nous 
occupe, quand lehassin oc^anique eiiyisag^ e^st'trayers^par le paral- 
lel de latitude critique (vide infra n*^ 16^)/ 

Nous reviendrons plus loin sur cette difficulty. 

Notre noyau _ , ^ ^ ^ ■ * : 

' “ ^ * cdsf ^ sin ; I ' ^ ^ H 


se 
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Une dlfficulte pourrait se presenter toutefois; notre fonctlon 

M^.y) 

est finie meme pour a:=y^ luais il peut y avoir exception si les 
deux points x el y se confondent entre eux et eii m^me temps 
avec Pune des extremites A et B du chemin d’integration. Heu- 
reusement dans le cas qui nous occupe, nous n’avons pas a 
redouter cette difficult^, puisque le chemin d’int^gration est une 
courbe fermee; nos integrales, en effet, sont etendues a tons les 
elements d’arc ds^ d’une certaine courbe fermee plane; il faul done 
dans Fintdgration parcourir cette courbe tout entiere depuis un 
point quelconque de cette courbe et jiisqu’a ce qu^on soit revenu 
au point de depart. 

Le point initial de Pint^gration ^tant ainsi choisi arbitrairement 
ne joue aucun role particulier. 

Supposons maintenant que fi^oc^y') soit de la forme 

y) {^7 y) 

y) est une fonction analytique n’ayanl d’autre singularity 
que le p6le y = tandis que y) reste fini sauf au 

point = ^ c>u il devienl logarithmiquement infini. Wous pour- 
rons ycrire alors 

Scp(cr) = h'^{x) H- (ir ), 

si et S" sont pour et f' ce que S est pour /. Par reiteration 
nous aurons 

S^(D{a?) = S'2«p(a?) H- S'S'^cp(a7) -4- S'' S' ©(a?) H- 

Le calcul de S^- »(«??) se ferait comme nous venons de le faire 
et Pon aurait 

S'S”-1-S"'S'H-S "»= J 


oi fL(a7, y) serait fini ou logarithmiquement infini; car on trouve- 
rait, comme nous Pavons dit plus haut, au n'' 147^ une expressibm 
qui pour y^m devient infinie d’ordre 
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La m^thode de Fredholm est done toujours applicable. Dans le 
cas qui nous occupe, le noyau est 

r r r 

le second terme est de la forme/' (^, y) et les deux autres de la 
forme/' (^, 7 ). 


loo. Introduction des fonctions de G-reen. — Ainsi done, d une 
mani^re gendrale, nous pouvons nous proposer de fournir une 
fonction V harmoniqiie a Finterieiir d’un contour et satisfaisant 
sur ce contour a la condition 

-f- BV = fonction don nee. 

an as 


L’analyse se fera comme ci-dessus, a Faide du potentiel.de 
simple couclie et en prenant la valeur principale des integrales. 
Nous sommes ainsi conduits a d^finir certaines fonctions G, que 
Fon peut considdrer comme la gdndralisation de la fonction de 
Green ordinaire, et qui satisfont a la condition aux limites 


dn ds 


BG 


0. 


Rappelons d’abord la definition de la fonction de Green ordi- 
naire. 

»Consid 6 rons une aire plane limitee par un contour donn4. 


Fig. 3o. 



D^signons par y les poilnt fixe M situ^ a 

Fi^tfri^qrfd^i ppin^qdtjet yariiable ;]^|de 
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La fonction de Green ordinaire G(IV[, P) relative a Taire con- 
sid^ree et au point M est dddnie de la maniere suivante : 

En premier lieu, la fonction 

— logj =Oi 

doit 4tre harmonique dans tout I’int^rieurdu contour. 

En second lieu, G doit s’annuler surle contour. 

La fonction = G 2 , qui est le potentiel logarithmique de IM 

en P, satisfaitaP^quation de Laplace en tons les points tels que P; 
elle presente seulement une irr^gularite lorsque P se confond 
avec M. II en est de m^me de la fonction de Green. Quant a la 
fonction G^ , elle satisfera a 

aGi = o 

en tons les points a I’int^rieur du contour, et, sur la courbe, elle 
prendra la valeur connue 



La determination deGj, qui entraine celle de G, revient done a 
la resolution d’un probleme de Diricblet. Inversement, la connais- 
sance de G permet de resoudre ce probleme. 

Nous pouvons etendre cetle notion et considerer des fonctions 
QfveevL generalisees qui repondronl a d’autres conditions aux 
limites. 

Imaginons, par exemple, qu’on doive avoir sur la courbe 


K. etant, non pas une dotinee de la question, mais une constante k 
determiner. Nous aurons alors, dans tout le domaine limild, 

AGi t =- o 

et, sutle edntow,^ , f 

, I ^ H ^ i P , ^ ^ t ^ 'i , * ' ' : ’ * ‘ ‘ ^ 

1 f fpl !=- — i l=s’‘lon0tiott goo nue‘ t^nstante aVbiti^ailre. 

i f j j- j ■' j 

M ^ ^ I u r: 1 1 1 j I i I u I H ^ ? t ? , , M ‘ ^ ^ M j f ^ M : I i f 

teto|4|)^§ 144??^! prdbiiirie iMiS (|f 
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leurs, on a ici 
parce que 


K = *277 




Plus gen^ralement, on peut se donner sur la courbe 

— C — -h BG = o, 
an as 

C €l B ^lant des fonctions donn^es de^. La fonction harmonique G^ 
devra satisfaire alors, sur la courbe, ala condition 

-h BGi = fonction connue. 

dn os 

Mais le probleme ainsi pos^ n’est pas toujours possible. Si Ton 
avail 

dC 


B=: 


ds’ 


il faudrait se donner la condition 


^^.g^ + bg = k 

dn ds 


et Ton Lrouverail, comme ci-dessus, que Ton a 

K = *277. 


En particulier, c’est cette condition aux limites qu’il faut 
adopter, si Ton a 

G = const., B = 0. 

On voit que le probleme int^rieurdeDiriclilet, avec les diverses 
conditions sur le contour que nous avons successivement envisa- 
g^es, peut se ramener k la determination de la fonction de Green 
ordinaire ou generalisee a rinterieur du contour : de la connais- 
sance de G, ondeduira, en effet, celle de G|. 

Dans la plupart des cas, on eprouvera autant, ^d^fipultes a 
constrnire Fune ou Faatre de ces fonctions ; parfois, cependant, 
Fexpreasion de k^fpEplion de ipp^4iM is’pbf^iiir facilement. 

Gemines propri^ld^ .la fonction ptiJinaiire peuvent 
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Ainsi, la fonction ordinaire est sjm^trique, c’est-a-dire qu’elle 
ne change pas quand on permute les points M et P : 

G(M,P) = G(P,M). 

Cette symetrie existe aussi pour les fonctions generalis^es, mais 
seulement si 

G = o. 

Les aulres fonctions de Green ne sont pas symetriques. 


1S6. Representation conforme sur un cercle. — La fonction de 
Green ordinaire permet de faire sur im cercle la representation 
conforme de I’aire a laquelle elle est relative. 

Soit, en effet, dans une aire donn^e, un point fixe M. Calculons 
la fonction de Green ordinaire G correspondant a ce point, En 
tous Jes points de Paire distincts de M, on aura 


et, par consequent, 


aG = o 


dQ ^ dO . 


sera une differentielle exacte. 

Si done nous introduisons la fonction 


la fonction 




G-hfH 


sera iine fonction analytique de r + iy, 

A chaque point x^y de Paire donn^e, faisons mainienant corres- 
pondre un point y du plan, tel que l^on ait 

— g-GcosH, 

et y sont des fonctions de x et y. Nous obtenons ainsi une 
representation de Paire, et, oomme : , J ' 

est« fine! fnffctttti ,ie i:^ cette^ repi^^nM|iDiii ser^ 
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a6^i 

Toutes les courbes 

G = const. 

situ^es a I’interieur de I’aire donn^e seront represent^es par des 
cercles concentriques 

const. 

Sur la coiirbe limite de Taire, on a 

G = o. 

La representation conforme sera done limitee par le ccrcle 

An point M, G devient infini : le point correspondant sera 
done 

x' = y= o, 

e’est-^-dire le centre du cercle. 

Si done on connait la fonction de Green ordinaire relative a 
un point particulier M d’un certain domainCj on pourra faire’la 
representation conforme de ce domaine sur un cercle dont le centre 
sera le point reprdsentatif de M. 

Or, nous avons vu qu’en faisant un changement de variables 
conduisant a une representation conforme, les Equations du pro- 
blerae des marees conservaient la meme forme (§ 74-77). 

On serait ainsi ramen^ au cas ou le bassin oceanique considere 
serail represent6 sur la carle par un cercle. 

Un inter^ttout particulier s’attache done a I’etude des fonctions 
de Green dans le cas du cercle. 

157. Fonctions de Green relatives au cercle. — II est facile de 
former la fonclion de Green ordinaire relative a un cercle O de 
rajon R et un p61e M int^rieur A ce cercle 3i). 

Tra^ons le diamfetre OM et prenons sur cette droite un point 
tel que 

OMxOM'=R2. 

On a simplement 

la consiante ^taait 
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Formons ^galement la fonction de Green generalisee repondant 
a la condition sur le contour 


dGc dOr 
dll ^ ds 


= air, 


C etant nne constanle. Nous aurons 

cx et p etant des fonctions de C. 

Fig 3i. 



En particulier, si C = o, on aura 

a = i, p = o. 

Ceci nous donne enm^me temps une id^edel’ordre de gi'andeur 
de la fonction G. 


1d8. Application au probl^me des marees proprement dit. — 
Nous avons vu qu’en n^gligeant Fequation gen^rale du pro- 
bleme des marges etait 



&{x,y) 


1 




Elle se ramene done h la forme 



[i- 
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tion aux limites soil 

tp = 0 

sur le contour. 

Nous introduirons alors la fonction de Green ordinaire G satis- 
faisant sur le contour a la condition 


G = o. 


Soient toujours yles coordonnees de M; v] celles de P. 
Ddsignons par a', i', ce que devieiinent les functions a, 

bj c, fj o lorsqu’on y remplace les variables x, y par '/i et 


posons 


d<p 

^ ■ 


.b± 

dy 




. S' ^ + <?'+/' = 
dy\ 


F, 

F', 


Appelons I’ element d’aire d\dy\ dontle centre de graviteest 
en P. 

Considerons une fonction o definie par la relation 
— siro = J" F'Giicr', 

I’integrale dtant prise par rapport a d^ eldc\ dans toute I’dtendue 
du contour, Comme F' est une fonction de yj et G une fonction 
de 7), <p sera une fonction de x et Ae y. 

Je dis que la fonction o ainsi definie satisfait au probleme. En 
effet, calculous Ao. Nous avons 


G| ^tant une fonction harmonique. Do‘nc 

? = r — f —Gtdd. 

Daas la aeconde iiit^girale, la foaclioix rdstant rdgolidre dans 
I’intdrieur da contqa^, snoi[i| |e signe J', 

et, <K)tnm,e jAGiJfp le: tfW^{^f>rrf|poadtai!|*,« 4 ^ |s^ nftjl. 1 1 
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F 

rithmique, au point y ou la densite esL > d’une matiere 

attirante dont la densite est — point Tj. On a done, en 

vertu de P^quation de Poisson, 


Aip 



A-insi la premiere condition est bien remplie. 

La seconde Test ^galement, car, si le point x^ y vient sur le con- 
tour, G s’annule et, par suite, o. 

Par consequent, la fonction de Green ordinaire G etant pr^ala- 
blement determinee, nous aiirons ^ par Tequation 

— 2 'jicp = C F' G 


Nous allons demontrer maintenant que cette equation peut se 
ramener a Ja forme d’une equation de Fredholm. 

Nous pouvons, en effel, I’ecrire 


-2^<p= +c'o-'jGda' + JfGdc'. 

Or, y est une fonction connue, puisque f est une 

fonction donnee et que la fonction G a ete determinee. 

Si done, nous avions simplement J* ccp'G<icr', nous aiirions bien 

une equation de Fredholm. Mais il faut lenir compte aussi des 

^ M ^ do’ 

termes en ^ et 

di\ 

Pour cela, integrons par parties. Soient a^, les cosinus direc- 
urs de la normale h. Pelemeiit ds' du contour. 

Nous aurons 


Oi efatieiit Icii^ Peq^atiom ^ - 
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Or, G s'annule sur le contour; il reste done simplement 


C’est bien une equation de Fredholm, dont le noyau est 

da G db'G 

ST' 

Reste a voir toutefois si ce noyau remplit bien les conditions 
necessaires pour que la methode soil applicable. 

Le noj^au devient infini pour MP = o; il s’agit done de voir de 
quel ordre est cet infiniment grand. 

Or, G est de I’ordre de log il devient bien infini pour 
MP = 0, mais d’un ordre infiniment petit, car log ^ croit moins 
rapidement que quelque petit que soit £. Quant aux deriv^es, 
elles croissent avec la rapiditd de 

Par consequent, le noyau devient infini d’ordre un, et, comme 
Fintegrale est double, la methode de Fredholm peut s’appliquer. 


lo9. Cas d’un bassin limite par des parois verticales. — On 
sail que le probleme des marees se pose d’ordinaire autrement. 

Si nous supposons d’abord le cas d’une mer terminee par une 
falaise verticale, nous n’aurons pas A = o, meme sur les bords. 
En ne tenant pas compte de la force centrifuge composee, nous 
devrions avoir alors 

dip 

•7^ == o. 
dn 

Mais, la rotation intervenant, la condition aux limites sera une 

relation entre ^ et 

dn d$ 

En general, la condition sur le contour sera done 


dn^^ds 


= o; « ^ I i J i 

H ^ 1 n : ’ ^ 


G etant une function donnee de ^ — ?— 

An lie^ de fonctibHj jGr^€npHSMiil^,inlG^s|f<^^ 
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la fonction geueralisee correspondante, definie par la condition 
aux limites 

dG _ 
dn ds ~ 

La fonction cp satisfaisant an probleine sera encore definie par 
Liquation 

— 271 : 0 =: ^ F'Gda^ 

En effet, nous aurions, comme precedemment, 

Acp = F 

De plus, sur le contour, on a, en difierentiant sous le signe ? 




V a/t as J 


Les deux conditions sont done bien remplies. 

Nous traiterons alors I’^quation qui doit donner o de la meme 
mani^re que dans le cas precedent; seulemenl, ici, le premier 
lerme ne disparaitra pas, et nous obtiendrons 


: f (a^a'-+ 


ds’ 


Jfi 


En deliors de la fonction connue, nous avons dans le second 
membre la somme d’une int^grale simple et d’une int^grale double. 
Mais ceci n’emp^che qu’on puisse arriver au r^sultat, et la 
thode de Fredholm s’applique tres bien aux Equations de cette 
forme. 

Le noyau + de Tint^grale simple devient infini 

comme un logarithme ; on a done pour lui a = o, done a < t j et 
il n’y a, de ce fait, aucune difficult^. 

Montrons seulement comment on calculera les termes du d^ve- 
loppement de D etde 1^^. D’aprfes ce que nous avons vu an § 145, 
il fatl consider le determinant - 
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Prenons qiielques-uns des points a Fint^rieur du contour, et 
les autrcs sur le contour lui-meme. Si, pour fixer les idees, nous 
envisageons le cas ou n = 2, nous aurons a former notre inte- 


grale avec 


/ 


f Ml \ 

V M. Mi )■ 


Nous prendrons alors successivement les points M^ et M2 : 

D’abord tons deux a Tinterieur, ce qui, en integrant par rapport 
a et da‘2j nous donnera une intdgrale quadruple; 

Puis sur le contour et Ma a Pinterieur; de mtoe k I’int^- 
rieur et Mo sur le contour; ce qui, dans chacun de ces cas, en 
integrant sur le contour par rapport a et a Fintdrieur par rapport 
a d< 7 j nous fournira une integrale triple ; 

Enfin, les deux points sur le contour, d’ou une integrale 
double. 

Le coefficient S2 du d^veloppement de D, par exemple, sera 
done donn^ par la formule 


2! 82 = 



d{Ti da 
d<Ti ds 



Ml 

Ml 

Ml 

Ml 


Ms 

Ms 

M, 

Ms 


^ dsi da^ 
^ ds^ ds^. 


Pour n quelconque, P^lement g^n^ral du determinant qu’il faut 
int^grer est /(MeMA). 

Si les points M/, Ma sont tons deux a I’int^rieur, il faudra 
prendre pour /le noyau de I’int^grale double dans P^quation qui 
doit determiner cp. Si les deux points sont sur le contour, on 
prendra pour /le noyau de Pint^grale simple. Enfin, si Pun des 
points est a Pint^rieur et Pautre sur le contour, e’est le second 
point qui d 6 terminera le cboix du noyau. 

La m^thode de Fredholm s’appiique en §omme sans beaucoup 
do changements ; les s^iries obtenues $ 6 nt epnvergentes, mais 
le ealcul des termes est foat long, 

I* ' ^1 J ! M ' J * I ' ' ' ' 


1 ' ' t 1 ' 

160. Ci’appiicatio^ de la k une Equation 

int^^ale cOtoprenaiii It la’tfoii 1 et une 

intdgr.ale4ouib^ ’ ’ ' ' 
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Une telle Equation est de la forme 

;p(M)= J' <p(P)/i(M,P)ef5'-+- 1' e(P)/sfM, P)rfff'+«1;(M). 

o (M) est une fonction inconnue des coordonnees a:, y du 
point M ; 

© (P) est la m^me fonction des coordonnees i\ du point P ; 
f\ et /2 sonL des fonctions donates des coordonnees de ces 
deux points. 

Nous avons un contour Iimitant une certaine aire : ds^ est un 

^l^ment d’arc du contour et un element de surface de I’aire 

limitee (fig- 32). 

^ Fig 32. 



Dans la premiere mt^grale de I’^quation, P esl le centre de 
gravity de I’^l^ment ds ' ; dans la seconde, P est le centre de gra- 
vity de l’^14raent dd. 

Fig. 33 



Sort A I’aire consid^r^e. Par les diff^rents points du coiatoui-, 
menons l^^normales ext^rieuEes ce* contour : elles d^eriront tme 
aire coinpidmei<ta>ie B exl6rieure a A. 

i l.es. npr^altesj wuEj de l!41(©jn^li<3?#^ deop^P^rpiq^ ,siqr 

le’cdniiidtdeJ'il* 4^benid’arc <iS% j ' ) r i ■ : s s • j* j 

; «al jpjdW M 'otti P. dans, B,, et _q!baifSfnS| 

j liii ii 'in i ! 
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La. fonction f, (M, P) est d^fmie quand le point P se trouve sur 
le contour et le point M, soil a I’interieur, soit sur le contour lui- 
meme, la fonction /a (M, P) est definie quand P est a linterieur 
de Paire A et M a Finterieur on sur le contour. 

Nous pouvons remplacer noire equation ou figurent deux inte- 
grales par une equation ne contenant qu’une integrale unique^ 
soit 

y(M)= y'o(P)/{M,P)i^tr'-h|(M), 

en etendant cette integrale a I’aire totale A-h B. 

Mais J1 faut alors d^finir la fonction y. 

Par definition, si M et P sont tons deux k Finterieur de Faire A, 
on prendra 

/=y(M,P). 

Si M est dans Faire B et P dans Faire A, 


/=y(M',P). 


Si M est dans Faire A el P dans Faire B, 




Si M et P sont tons deux dans Faire B, 

/=y(M'.P')^,- 

II est clair alors que Fint^grale unique sera la somme des deux 
int^grales, I’une simple, Fautre double, qui figurenl dans F^- 
quation donnde. 

Quant a la fonction o, si M ou P se trouve dans Faire B, on 
aura, par definition, 

9(M) = <p(M'), 

■ ‘ ■o(r)‘i=<f(P')i ■ 

j I ■ . 1 i t 

Oi: jdl6Stc-ccMd»4?‘p^ detjantifisa jd^expasitiomajiii memes- 

rdsultats ‘ iiii " 'i. - 

'• I ' ‘ ifUli 1 1 . !i ; (f ; tr 1 • ':;i t' 

161. ofi ‘lai .en. 
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general^ 

C— 

Toutefois, si le bassin consid^r^ se trouvait limite par un paral- 
IMe, ou bien encore si on ne tenait pas compte de la courbure, 
comme dans le probleme dii v^se tournant, C se reduirait a une 
constante. 

Dans ce cas, nous ne pouvons plus determiner de fonction de 
Green repondant a la condition 

dG ^ dG 

Nous sommes obliges de prendre 


dO ^dG 

-j- + = 21T 

dn ds 


11 en resulte que la fonction y definie par Tequation 
— ICQ = J ¥'G d(s^ 

ne satisfera pas sur le contour k la condition 


da? ^ do 
dn~^ ds ~~ 


mais bien a la condition 


dn'^ ds' 




const* ; 


o ne donnerait done pas la solution du probleme. 

On se tire d’affaire en ajoutant une constante R au second 
menibi’e de Tequation qui doit definir © et posant alors 


. 27t<p = J* F'G K. 


L^additioij. deiE nVmp^chera pas que Ton ait teujours 


I f M 


IMj 'If M 

e|,i 4^ poupi ^ I p 


Aq = F 

i I B 1 * f . 

I I M H ^ ‘ ^ ^ 
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Mais F' est devenu alors une fonction lin^aire de K ; et, comme 
le coefficient de K n’est pas nul, en general, nous pourrons dispo- 
ser de K de maniere a annuler la constante /r. La fonction o 
satisfera alors aux conditions du probleme. 

162. Remarque sur la conduite des calculs. — L’application 
de la methode de Fredholm a I’int^gration des Equations du pro- 
bleme des marees, telle que nous Favons exposee, conduit a faire 
le calcul en deux Stapes : on determine d’abord la fonction de 
Green G, ce qui necessite deja la resolution d’une equation de 
Fredholm, puis ensuite on determine o a Faide d’une autre equation 
de Fredholm. Ceci n’est pas absolument necessaire et, sans entrer 
dans le detail, nous dirons seulement qu’il est possible de donner 
tout de suite a Fequation de Fredholm une forme ou ne figureraient 
que des fonctions connues. 

163. Determination des oscillations propres. — Dans les 
coefficients a, 6, c, /, figure X; par exemple, 


X* 



Dans Fapplication de la methode, il importe de ne pas confondre 
ce parametre X qui caracteHse la peri ode de Foscillation avec le 
parametre de Fequation de Fredholm que nousavions appeleX aux 
n^s 142 suivants et que nous appellerons ddsormais V, de sorte 
que notre equation sera mise sous la forme 

cp(a?) = vj' <p(?)/(a7, 1 ) 

Si Fon recherche les oscillations contraintes, X est une donnee 
de la question, il suffit de le remplacer dans les formules par sa 
valeur numerique. * 

Mais, s’il Skagit de determiner les oscillations propres, X est une 
inconnuej .et n|Q|is]avo^s i p 4eie?iiaker deut parameu^es : 
X' et X. , ' 

La d^]R]^d^n|<f#i^ft]^ii0ie;soiuiioin*qm se prasente 

sous la forme .^riias! J L M 'f * ‘ ^ j ‘ r ^ ,1 
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Dans le cas des oscillations propres, 

= o. 


[1 faut done que Ton ait 

D = o. 


Le denominateur D est une fonction entiere de V dont les 
coefficients dependent de 'k; nous pouvons I’ecrire 

D(V,X). 


Si nous supposons que a, 6, c, f soient des polynoines entlers 
en \ ainsi qu’il arrive dans les problemes de marees, D (V, X) 
sera eg^alement tine fonction entiere de X. 

En effet, le coefficient 8,^ de V" satisfait a I’in^galite 


^n< 




sfn^. 


M ^tant la plus grande valeur possible du noyau , lequel esL un 
polynome en X. Par suite 


S,4< 




S/i est done bien une fonction entiere de X. 

Lorsque, dans D (V, X), nousferons X'= i, il nous restera alors 
une fonction entiere de X et, en I’^galant a z^ro, nous obtiendrons 
r^quation qui nous fournira les p^riodes des oscillations propres. 


164. Cas oti les coefficients deviennent infinis. — L’analyse 
pr^c^dente suppose essentiellement que les fonctions a, by c, / 
restent linies. 

Or, dies peuvent devenir infinies pour deux raisons : 

Si, coqatrai|?entenl ^ rhypoth^se faite jnsqn’iqi, la mer^n’est 
fwoisi iv^nticafes. rfet js did 
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AA<p 
Ao = 


-2 


\ dh do . 
i dx dx ~~ ^ 


do dh 
dx hdx 


dx 


A B ^9 
A S' 


Si done la mer est limitde par des parois inclin^es, nous aurons 
sur ies bords A = o et les coefficients de o, . . . deviendront 
infinis ; 

2 ° Rappelons que dans les equations relatives a la sphere tour- 
nante (§77) s’introduit le terme 


h{ ajant la valeur 



-+- 4 w* cos^ 0 


^tant essentiellement n^gatif, le denominateur de poin'ra 
s’annuler si 

lXM<4co2. 

Alors h\ deviendra infini et il en sera de m^me du coefficient 

dhi ^ dXo^hi 
hi dx ^ dx 


Ainsi done, m^me lorsqu’on neglige la resolution du pro- 
blezne dans le cas general se heurte a deux difficultes ; Pune pro- 
venant de ce que la profondeur peut ^tre nulle sur les bords ; 
P autre de ce qu’il existe certaines latitudes critiques, lorsque X 
et CO satisfont a la condition 


1XM<4c*>2 


C’est cette seconde difficult^, que nous aliens examiner tout 
d’abord. 


*^ 168 *! et un parall^le 

critique^ Res coefficients devieniteijft! infinis tout le lonlg 


des paraHele3 de 
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Mais il est possible de diriger le calcul, comxne nous I’avons 
indique au paragraphe 78, de maniere a eviter Tintroduction de 
termes infinis. 

Rappelons les equations fondamentales auxquelles nous avions 
conduits. En designant par h la profondeur au point dont les 
coordonnees sur la carte conforme sont x le rapport de simi- 
litude ^tant /c, Pequation de continuity s’ecrit 


(0 



d{hu) 

dx 




En negligeant 11" et posant alors 

W = Ge>‘^ 


la condition a la surface libre nous donne 


(2) 




Quant aux composantes u et du deplacement suivant les axes 
de la carte, elles seront fournies par les equations 


(3) 


avec 




dx 


u — Qp, 


^ = p -H Q 

dy 


Q = 


cosfj 


Prenons Tequation (i) qui donne et diffyrentions-la par rap- 
port a or; nous aurons, en mettant en yvidence les termes contenant 
les dyriv^es secondes de u et 



/ d-u 

\d^ 


dx dy ) 


-hA, 


A reprysentant Pensemble des termes contenant les dyriv^es |>re- 
miferes ou les fonctioni ^ el o elles-mymes. - ^ 

D^^ititre pistt, (2)nonne y^lymeiit 


j I i 


: ' 1 d f 
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(4) S = 
et de m^me 
( 5 , 


X2 , ^ , I dW 

+ X=-(u-Sio)-j-^> 


(Pa 

dx dy dy 




i 

' g dy' 


^ et ~ sont des fonctions conaiies. 

dx dy 

On a, d’ailleurs, expllcitement 

. dufj^dh -L. 


^ dk^-h 
dy dy 


dx ) 
j dh ^ 
dy dx 


avec ane expression analogue pour B. 

Nous obtenons ainsi deux Equations entre u et p, dont les 
coefficients ne deviennent pas infinis k la latitude critique. 

Les termes infinis s’^taient introduits pr^c^demment quand on 
r^solvait par rapport a u et parce que le determinant des 
equations s’annulait pour cette latitude. 

Les equations (4) et (5) auxquelles nous sommes parvenus 
peuvent s’ecrire 

(i.*/ Si 




(d^u 

d^v 

\dx^ 

dx dy 

( + 

d^o 

\dx dy 

dy^ 


X et Y etant des fonctions lineaires de v et de leurs derivees 
premieres, dont les coefficients sont connus el ne deviennent pas 
infinis. 

D’autre part, si nous derivons la premiere des equations (3) 
par rapport ay et la seconde par rapport a nous obtenons, en 
egalant les resultats, 

Differentials .ecpa^io^, ^cces^^^^ par 

y^mL A »n v»y-kjir» O An IriA'nQTVt 


rapport a et A 


i; no^s aurons, en tenant 
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-compte de (6), 


(B) 


/c2 h 


/ d^ii 

d^v \ 

1 =QX+ 

dx ' 

f dii 
\dx 


\dx dy 

dx^ } 

dy) 

/ d^u 

d^v \ 


f du 
\dx 

do N 

\ ^ 

dx dy) 


Si, alors, nous ajoutons la premiere des equations (6) a la se- 
conde des Equations (8) et si nous retranchons les deux autres, 
nous obtiendrons finalement 


(9) 

en posant 


{ k^h 

( L{> = Fj 


F 


F, 


= X-^ 


= Y — 


Y H- k"^ h 
QX^k^h 


dQ / dll dv \ 
dy\dx'^ dy) ’ 
do. fd^ £s^\ ^ 
\dx dy) 


II s’agit d’integrer les equations (9). 

On Yoit qu’elles sout tout k fait analogues k celle que nous 
avons pr^cedemment trait^e, mais nous avons a determiner deux 
fonctions u et ^ au lieu d’une seiile fonction 

A*, le rapport de similitude de la carte a la sphere, et A, la pro- 
foudeur, sont des fonctions connues de x et y. 

F et Fi sont des fonctions lin^aires de w, et de leurs derivees 
premieres, dont les coefficients sont des fonctions connues de x 
ety ne devenant pas infinies. 

Par exemple, 

^ du j A 

F = a — h.. .H- H- cpH-/. 

ax 


Si nous supposons alors que la mer soil limit^e par une falaise 
^erticale, h ne s’annulera pas; k ne s’annulant pas non plus, nous 
pourrons diviser par Ar^A, et nous aurons a int^grer les ^quatio^s 

( Am = 

I At; ^ ’ u 


les fonctions ^ et ^tant^de mime, forme qne F 
pni^qpe 4eni fonctions inconpues^ 
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La premiere exprimera que la composante normale du depla-^ 
cement est nulle sur le contour, soil 

(ll) 0C2^-f-PP = O, 


a et [3 elant les cosinus directeurs de Ja normale a I’element ds. 

Comme seconde condition, nous prendrons I’^quation (7) qui, 
devant etre satisfaite dans Taire entiere, le sera egalement sur le 
contour. En posant pour abr^ger 


D(r^, p) = 


du dv ^ fd^ ^ ^ 
dy dx \dx dy 


celte seconde condition aux hmites s’ecrit 


( 12 ) p) = o; 

D(t/, est une combinaison lineaire des d6riv6es premieres de 
u et etie coefficient Q ne devient pas infini non plus. 

Remarquons encore qu’il y aura deux latitudes critiques sym6- 
triques donn^es par 

Q s=dzi. 


Si done il s’agissait de marges semi-diurnes, les latitudes cri- 
tiques seraient dans les mers polaires et il n’y aurait pas lieu de 
s’en occuper. La question se pose surtout pour les marges diurnes 
dont les latitudes critiques sont, dans ebaque h^misph^re, voisines 
du 60® parallele. 


166 . Nous suivTons, pour int^grer les Equations (10) avec les 
conditions aux limites (i i) et (12), une marche analogue a celle 
que nous avons prec^demment employee. 

En premier lieu, nous chercherons k r^soudre le probleme pr6- 
liminaire suivant : 

Gonstruire deux fonctions u et sachant qu’a I’int^rieur de 
I’aire on a 

Aa = Ap = o 


et en se ddnnmtt snr le contour , ; 

^ j ! L ’ I ‘ ! f 1 ' ; 
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Pour qu’il existe une solution, il faat que M et N soient assu- 
jettis a un certain nombre de conditions, comme nous le verrons 
lout a riieure. 

Soit, par exemple, n le nombre de ces conditions. 

Nous ne pouvons plus alors resoudre le probleme, quels que 
soient M et N. Mais nous introduirons n fonclions 

Cplj ©2^ • • J fn 

et n fonctions correspondantes 

4^1, --M 

Toutes ces fonctions sont choisies arbitrairement une fois 
pour toutes. 

Alors, au lieu des conditions posees plus haul, nous prendrons 
att-f- pP = N 
D(w, p) = M 

Les fonctions <p et sont donndes et les kt sont des constantes 
inconnues que Ton pourra determiner de maniere a satisfaire aux 
n conditions entre M et N et en deduire ensuite ii et 9- 

Nous pourrons toujours supposer qu’ii est impossible d’avoir 
une solution telle que 

aw -4- pp = 

D(w,P) = tp,. 

En effet, soit Ui^ p/ cette solution ; si elle existe, la solution 

u — 

P — 

conviendra egulement, et I’on pourrait alors faire disparaitre les 
termes oonteaaut et 

Plus generalement, on ne *;^eut pas avoir 

pp 
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sauf quand tons les coefficients k sont nuls a la fois et que Ton a 

4- pP = o, 

D(a, p) = o. 


167. Siipposons que nous sachions resoudre ce premier pro- 
bleme. 

Nous chercherons alors a determiner deux couples de fonctions 
de Green particulieres definies de la maniere suivante. 

Le premier couple sera forme de deux fonctions G, G^ telles que 

G' 


soientdes fonctions harmoniques a Finlerieur du contour, et que 
Ton ait sur le contour 

aG + .3G' = 2/0'}'„ 

D(G,G')=2^‘'?'- 

Ces conditions ne sont pas incompatibles avec celles qui assu- 
jettissaient u et p tout a I’lieure, parce qu’ici les fonctions G el G' 
ne sont pas harmoniques toutes deux. 

On saura resoudre ce probl^me si Ton sait resoudre le precedent. 

De m^me, nous d^terminerons un second couple G^, G^ par 
les conditions que 


soient des fonctions harmoniques ^Vint^rieur du contour, et que 
i’on ait sur le contour 

(G I , Gp f M 

168* Ceci pos^, n^u^ klKJrd^i* le probleme lui-m^me^ 

c’est-^-dire 1^ pps |fonc:!S6nd a el p qui satisfoal atix 

^qtiatioDS Hi? , ! : ! 
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Nous pouYons toujours definir deux fonctions U et V par les 
conditions 


( 13 ) 


— 2 7CZ^ = J P'G dcr'+ J 4-'i Gi ds'+ U. 

— 2X(^ = J J 4>', G'l V. 


Cela suppose, a vrai dire, I’existence de la solution, mais elle 
n’est pas douteuse dans ce cas. 

Les fonctions G, G'; G<, G^, prealablement determinees, sont 
des fonctions des coordonnees y). 

F 

^ = ^7^ est une fonction de y; et leurs derivees. 

^'designe la m^me fonctionde Yi; u'^ leurs derivees; z/elp' 
representant ce que deviennent les fonctions u et v qnand on y 
remplace les variables y par y). 

De in^me pour <^>^ et 

Or^ je dis d’abord que U et V satisfonta I’equation de Laplace, 
a Fint^rieur du contour. 

En effet, formons An et Ac-’. Si nous remplagons G par 

nous aurons, puisqu'on pent differentier sous le slgne J ' lorsquM 
s’agit d’une fonction harmonique, 

— 271^16 s= A J" J * — log AU. 


La premiere int^grale da second membre repr^sente, au point 
x^y ou la density est <l>, le potentiellogarithmique d’une aire attl- 
rante de densite au point q, : son laplacien est, par suite, dgal 
k — 2 7c<l>. Quant aux deux aiitres int^grales, elles sont nulles, 

puisque G — log ^ et G^ sont des fpnctions harmoniques. 
On a done 

J — — 'jiU^-l-AU. 


d’apr^$,(iQ}, 

mite 


An = «t>. 
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et, de ineme, 

AV = o. 

Voyons maintenaat a quelles conditions satisfont U et V sur le 
contour. Calculons, par exemple, On a, d’apres (ii) 

et (i3), 

= y4>i(aG,-+-pG',)cf(7'+aU-4-pV = o. 

Or, on a sur le contour, d’apres la dejfinition de G et G', 

aG-hpG'=2 

ne depend que de ^ et tj ; par consequent, la premiere int^- 
grale, qui est prise par rapport a ^ et v), sera aussi une combinaison 
lin^aire des fonctions 4 de 

II en est de m4me de la seconde int^grale. 

Par consequent, on aura sur le contour une condition de la 
forme 

On montrerait de meme que Ton doit avoir aussi 

D(U,V)=2^<?.-. 

Les fonctions U et V satisfont done dans Taire a Tequation de 
Laplace et sur le contour k ces conditions aux limites. 

Or, nous avons vu qu’il n’existe pas de fonctions satisfaisant a 
ces conditions, a moins que les k ne soient Lous nuls. De plus, 
ainsi que nous le verrons plus loin, dans le cas que nous envisa- 
•geons, il n’en existe pas qui satiSfassent k 

^ , aU -+r pV O, 

D{U,V)^p. 

On a donq Jc^ece^aaireftij^t ' ' ^ 
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II en resulte que 


— 2.7:11= J* i>'G da*-\- J * Gi da', 

— iiT:p=J' ^'G'da'-h J *>', G'l d<s'. 
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II suffira d’integrer par parties, comme nousl’avoiis d^ja fait au 
paragraphe 158, pour mettre ces equations integrales sous forme 
d’dquations de Fredholm, qui nous fourniront a et v. On aura 
ensuite ^ par I’equation (i). 


169. Tout revient done, en somme, a la resolution du probleme 
pr^liminaire pose au paragraphe 166 : 

Construire deux fonctions m et p satisfaisant a I’^qualion de 
Laplace 

Am = A(? = o 


a I’int^rieur de Faire, et aux conditions 


a M -H p P = N kt tpi, 


D(«, p) = M+^A:tO„ 


sur le contour. 

Nous poserons pour cela 


u = 

p = 


dx^ 



ces deux fonctions P et Q ^tant telles que, a Fint^rieur du contour, 

AP = aQ = o. 

Puisque 

d? dV _d? 

^ dx ^ ^ djr dn^ 


les conditions aux limites deviennent alors 
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Cette derniere condition ne renferme plus de terines en P. 

Nous commencerons done par determiner la fonction Q. II nous 
est permis de supposer que le contour de I’aire est une circonfd- 
rence. En efFet, nous sa\ons que, dans le cas d’un contour quel- 
conque, il suffil de determiner la fonction de Green ordinaire, 
G(M, P), relative a un seul point M, pour pouvoir faire de Taire 
une representalion conforme sur un cercle, nos equations des 
marees conservanl la m^me forme essentielle. 

Posons done 

ij? 4- 1 X — 2/ = 

Nous aurons 

dx ^ dz dz’ ’ 
dy V 

La condition sur le contour s’dcrit alors 


(iH- / n) - 4 - — — Mi, 


et Pequation 
devient 


II en rdsulte que 


AQ = o 


d^Cl __ 
dz dz’ 

Q = Qi 4- Qj, 


0‘ dependant seulement de z et Q 2 seulement de z^, 

JLorsque le contour coupe la latitude critique, un des coeffi- 
cients de r^quation aux limites s’annule : ce sera 1 iQ lorsque 
le contour coupe le parall^let critique ddfini par Q = i et i — iQ 
lorsqu’il coupe Tautre. 

Par hypoth^se, le contour coupe la latitude critique; nous pour- 
rons done poser 

^ r i jj i { 

♦ I iQ = ~ by . . .H = H ?(z), 

J - . i 

H ne s’nn^mlant spi* ejontourj^et ‘i*e|>renant la m^me valetm 
quand on ^ Jail lejtqTiir^<J'^t|5erplp. ^ ^ ^ , 

Sur la ^nSt nriis nonr unit^. 
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on a 

logH, amsi que toute fonction periodique de f, poarra se deve- 
lopper en sdrie de Fourier suivantles puissances positives ou nega- 
tives de e'? : il j aura des termes contenant 5^ et d’autres conte- 
nant c’est-a-dire 

Par consequent, nous pouvons ecrire 

logH = Fi-hFi, 

F< ne renfermant que des puissances positives de z el F^ des 
puissances positives de 
D’ou 

n- iQ = 

et de m^me 

P(z) et P'(s') sont des poljnomes entiers en z et z' ; F^ et F' des 
series proc^dant suivant les puissances positives de -s, Fo et F' des 
series proc^dant suivant les puissances positives de 

Ilya cependant une petite difficulte. H est bien une fonction 
periodique de mais, lorsqu’on a fait plusieurs fois le tour du 
cercle, logH peut augmenter de Comme il en est de meme 

de log^, nous poserons alors 

logH = Fi-HF2-i-/jlog^, 

d’ou 

et^'^ passera dans P (5). Les formules restent done vraies. 

Nous avons done, pour la condition sur le contour, 


En multiplianl pa^ il'vient 

+1- P(V)e»5-F.^ 
ds dz 




Le second inteibre est une f<niction periodique de, on’ pqut 
doi^c li^cririe ^ ' ' ? ’ ^ ■ ' - ' ^ ; 
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@1 ^tant line serie developp^e suivant les puissances positives de z 
et 02 serie developpde suivant les puissances positives de . 
Cette identite entre les sommes de deux sdries pent se separer en 
deux Equations qui donneront separement Qi et Q 2 : 

P ^ = 6,-1- K, 

=0j-K. 


Toutefois, il y a des conditions a remplir. Ainsi, le premier 
membre de la premiere Equation s’annule pour tous les zeros 
de P(^); il doit done en etre de m^me de + K. 

Or, nous disposons d’un certain nombre de constantesarbitraires : 
d’une part K, d’aulre parties ki qui figurent dans Mi ; nous pour- 
rons les determiner de inaniere a satisfaire aux conditions. 

Le nombre de celles-ci est le nombre n des points d’intersection 
du contour avec les deux latitudes critiques; par consequent, 
les ki devront 6lre au nombre de ft — i. 

Le probleme comporte alors une solution unique, de sorte 
qu^ainsi que nous Tavons dit plus haul, on ne peul avoir 


sans avoir 


aU- 4 -pV = o, D(U,V) = o 
u = V = o. 


Si, au contraire, le contour ne rencontrait pas les latitudes cri- 
tiques, il resterait une constante arbitraire K. 

dp 

Ayant obienu Q, et Qo, et par suite Q, nous aurons ^ par 
la relation 

Nous sommes ainsi ramenes, pour trouver k un probleme 
oonnu (I 152). 

On sait4^e F satisfaire k la candition 



naais, Qtf cpinstmfe prhs, on endisposera 

pour y satislai^J. 
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Nous pouvons done, par cette melhode, resoudre le probleme 
des marees dans le cas tres general d’un bassin limite par tin con- 
tour quelconque, a condition toutefois de negliger II'', et dans 
I’bypothese que les parois soient verticales. 

Nous allons exposer mamtenaiit une autre melhode qui permet 
d’^viter plus siraplement la difficult^ provenant des latitudes cri- 
tiques, et presente en outre Favantage de s’appliquer au cas des 
parois inclinees. 


170 . Cas g^n^ral : Bassin k parois inclinees et limits par un 
contour quelconque. — Considerons I’^quation 

dans laquelle hii represente une combinaison Imdaire de Aw, 
^ et w, dont les coefficients sont, ainsi que /, des fonctions 
connues de ^ etjK- 

Supposons, en outre, que nous nous donnions snr le contour 
des conditions quelconques. 

La solution pourra se mettre sous la forme 


G ^tant une fonction de Green g^n^ralis^e. Quant a/', e’est ce 
que de\ient la fonction /quand on j remplace les variables ^ ety 


par 5, '-O ; et 


da' = d^dir\. 


Tout le probleme est ramen^ a la determination de la fonc- 
tion G. 

Posons 

L u Lo u “f“ w, 


Li u ne contenant pas de terme en Aw, naais seulement w et ses 
d4ri4^es du premier ordre. Le coefficient de Aw ne depend ddpid 

pp du paramelte krbitmre 1 . ^ ‘ ‘ ‘ ' i S U ’ ' ^ I '' 

le dis d’afeord c|ue,sl Fon saiiformer la fonction de Gijejem cqf|e$-j 
pwdault ^ 'Lo:wj |>aur = o, on la|f^j|^ef 14^41^- 

1 ?^ 
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En effet, nous pouvons ecrire 

Lq u — — Lj H-y. 


Soil alors Go la fonction de Green relative aLo ; nous aurons 
K = - iJl\ Go ci<r'-h Jf Go dc', 


L' etant ce que devient Li quand on j remplace y et u par ^5 
et u'. 


La fonction sous le signe j' dans le coefficient de A est de la 
forme 


. du' „ dll ^ 


A, B, C etant des fonctions connues de 7 \. 

En integrant par parties, comme au paragraphe 158, on fera 

disparaitre les termes en ^ ^ et le coefficient de X se trouvera 

ainsi ramen 6 a la forme qu’il a dans une equation de Fredholm. 

Ainsi, la m^thode de Fi'edholm nous permettra de trouver G 
pour une valeur quelconque de X. 

G’est en somme ce que nous avons fait jusqu’a present, enpre- 
nant simplement 

LoM = Am, 


et Ton ne rencontraitpas alors de difficultes tant que les coefficients 
de Li w ne devenaient pas infinis. 


171. Mais, si nous supposons, par exemple, 


Lq a = A® A Am, 


nous pourrons rencontrer une difficult^, de ce fait que k^h sera 
susceptible de s’annuler sur le contour si les parois sont inclin^es. 
Dans ce cas, en effet, la fonction de Green pourra devenir infinie 
d’un ordre trop ^lev 6 pour que la m^thode de Fredholm soit appli- 
cable. 


G d^signaal la fonction de Green ordinaire, qui s’annule sur le 
contour, on aura " , 


> i 


7 ^ , 
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et Ji! etant ce que deviennenl respeciivexnent k et fi quand on y 
remplace x ely par ^ el tj. 

G et s’annulant tous deux sur le bord, Go restera fim sur le 
bord. 

Pour voir comment Go se comporte dans le voisinage du bord, 
representons le contour ainsi que les points M et P. 

Si un seul de ces points {Jig. 34) est tres voisin da bord, la 
fonction de Green reste finie, auciine difficult^ ne se presente. 


Fig 34 



Si les deux points sont tres voisins et trds voisins du bord, tout 
se passera comme si Tare da contour voisin dtait remplac^ par une 
droite ; Pexpression de la fonction de Green est alors 


M' 

iViP 


M' repr^sentant le sym^trique de M; d’ou 

p I , M'P 


y ^tant une quantile de I’ordre de MP. 

Quelles que soient les positions respectives des trois points M, 

M', P, cette expression est toujours inf^rieure k k ^tant fini. 


Par consequent, Go pourra devenir in6niment grand, mais au plus 
d’ordre i ; ce qui n’offre aucun inconvenient puisque nous avons 
affaire a une integrale double, k condition que hiu ne renferme 
que u et pas ses derivees. 


Mais, si nous ^vons dans L^ u des termes en ^ et Pintegf^- 


tion par parties iptroduira lea derivees et ? et nous pofS 
Iro n^etons^ d|%n^ des* ooi^diti^ms oCt 1$ 

l^tus^ i af|>b*cafcile. iBn ; effl^ 1 | ' ' " 





MP 

if je^rds^ion.bomc^^nef ^ 
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rint6grale etant double, la reiteration ne saurait nous fournir un 
noyau qui reste fini. 

II y a done la une difficulle tres importante. 

172. On peut en triompher neanmoins en cliangeant Je chemin 
d’Intdgration. 

Supposons d’abord une seule variable avec sa correspon- 
dante Lw est alors une expression differentielle lineaire ordi- 
naire et non plus une expression aux derivees partielles. 

Nous aurons comme chemin d’lntegration un certain segnaent 
rectiligne ab] la fonclion u est supposee definie pour toutes les 
\aleurs comprises entre a et 6, et doit satisfaire en ces deux 
points 35) a certaines conditions aux limites. 

Fig. 35. 



Prenons, par exemple, cette condition simple qne u doit s’an- 
nuler en a et h. Nous pourrons deformer legerement le chemin 
d’int^gration et prendre un chemin curvibgne imaginaire : nous 
obtiendrons ainsi la continuation analytique de la fonction pr6c6- 
dente. 

Si done une difficult^ provient de ce que le coefficient de Ln u 
devient infini en un certain point c de nous nous en affranchi- 
rons en prenant le chemin curviligne. 

On peut, ce qui revient au m4me, suivre le chemin rectiligne 
de part et d’autre de c, et contourner ce point par un petit 
detour. 

Le cas es^ d^ja plus compliqu^ si la difficult^ se prdsente aux 
deux extr^mitds. Suppo$ons, par exemple, que le coefficient de 

dans Lo s’annule en a el 6, chacun de ces deux points ^tant un 
p61e simple, c^est-^dire que le coefficient sera divisible par 
{x — a){x — b) et ’non par ni par (x — b)‘, Parmi les 

solutions de Pdqtetioi'diff^ntielle, il eh qst une qui restera finie 
aux deux jque nK3|us adopterons comme 

satisfaisant au± ^hndit^pnh auk JBn rrempla^ant ces con- 
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ditions par d’autres equivaleixtes, on pourra 6viter la difficulte 
par un artifice analogue au precedent. 

Sulvoiis le cliemin rectiligne de a a S et comply tons-le par une 
boucle aiitour de chaque extremite. Nous nous imposerons ces 
conditions qu’en franchissant le point a par-dessus, la function u 
reste continue ainsi que sa d^rivee premiere, puis reprenne la 
m^me valeur quand on revient en a. De m^me a I’autre estre- 
mite ( fig 36). 


Fig. 36, 


e- 


•0 


Nous assujettissons done la fonclion h se comporter comme une 
fonction uniforme; toutefois ce qne nous ecrivons, e’est que la 
fonction u reprend la m^me -valeur quand on va de a en a en sui- 
vant la boucle particuli^re que nous avons choisie; nous ne prdju- 
geons rien sur ce qui se passerait avec une boucle diffdrente; 
cependant la condition sera rempUe/^or surcroU pour une boucle 
quelconque, et aussi pour les d^rivdes de u si, comme nous le 
supposons, il eiiste une intdgrale rdguliere. La condition de se 
coinporter comme une intdgrale rdguliere est dquivalente a celle 
de Tester finie aux extrdmitds, car, s’il existe une int^grale regu- 
liere, ce sera celle-la qui restera a la fois finie et uniforme. 

Nous nous Irouvons ainsi afiranchis de la difficulte. 


173. Les m4mes proeddes peuvent s’^tendre au cas de deux 
variables. Le champ d’intdgration est ici une aire plane limit^e 
par un certain contour ; nous le raodifierons en integrant le long 
d’une aire courbe dans I’espace. 

De nos deux variables x et y, nous supposerons que x reste 
rdelle ; j, au contraire, sera consid^rde comme imaginaire et devien- 
(Jra y iz. Le point dont les coordonndesdans I’espace so'oXx^y^z 
reprdsentera I’ensemble de nos deux variables d’intdgration. 

Une premiere difficult^ peut se presenter : e’est que, le long de 
cei^taines latitu(4^s critiques, nous avons un coefficient. infipd. 
nous modifierons un peii notre champ d’i 0 tiegrailioi:i,j iqqu^ pa^^e-’ 
rons a«-dess!us de bets lignes critiques en ue ffckint; 
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TJne autre difficult^ provient de ce qne la profondeur est nulle 
sur les bords lorsque ies parois ne sont pas verticales. 

Dans ce cas, nous integrerons a I’interieur du contour avec deux 
variables reelles (region couverte de hachures) et nous contour- 
nerons le bord en suivant la surface engendr^e par les boucles 
figurees sur la section suivant AB. 

Nous obtiendrons ainsi des integrales imaginaires, qu’il est aise 
de ramener a des quadratures reelles. 

Comme condition aux limites, nous assujettirons la fonction u 
a reprendre la m^me valeur quand on revient dans le plan des xy 
apres avoir tourne autour du bord. 

En proc^daiit ainsi, nous poiirrons eviter toute difficulte. 

II suffit que Li)U soil constilue de telle sorte qu’on puisse s’en 
servir pour definir Gq, c’est-a-dire que LqU comporte une seule 
solution qui reste uniforme lorsqu’on fait le tour de la peri- 
pheric. 



On pourrait songer a prendre 

Lott =1 Aw, 

mais dans ee cab, pr^cis^ment, cetle condition ne serait pas rem- 
p!ie. On s’to redd eoknptc ais^ment en considerant le cas d’une 
senie va^Mfe. Soitj, ekfenbiple, ' ' ; 

' r, jr 
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S’il existe une solution uniforme 

u = (p(a 7 ), 

iJ y en aura aussi une infinite d’autres, de la forme 
u = o(x) -h c -h Ci^r, 

c et Ci etant deux constantes d’lntegration. 

II faudra prendre alors, par example, 

Lqu = h^u -i- u, 

et cette difficult^ ne se presentera plus. 

Seulement, il faut pouvoir integrer et trouver Go dans ce nou- 
veau cas. 

Or, nous avons vu que, meme lorsque le coefficient k-h s’annule 

aux Lords, la m^thode gen( 5 rale s’applique encore a condition queL, 

- ^ du du. 

ne contienne que des termes en a et pas de termes en 

Gomme nous savons integrer pour k-h nous saurons done 
integrer aussi pour 

A Aw 4- o 

o etant une fonction de x ety. 

Go sera done facile k former. 

Je renverrai, pour plus de details a mon Ouvrage, Gottinger 
Vortrdge (Leipzig, Teubner, 1909). 

174. Mani^re de tenir compte de Pattraciion du bourrelet, — 
Jusqu’ici, nous avons n^glig^ il nousreste k montrer comment 
on pourrait en tenir compte. 

Nous avons d’abord une premiere Equation 

puis une seconde 

W 4 tant une fonction connue. 
bosons 

b = X-«0 4" Lly 

^ , 1 : r , I M ” j , I ; , ^ i ' ^ 

4 p^rametre'X^f des paragira|p 4 e^ipi^^ 
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Par hypothese, nous connaissons la fonction Go relative a Lq ; 
nous avons alors 

Lo(p= ? — Licp, 

et nous en d^duisons 

? =y( C— Go ; 

est ce que devient quand on y remplace x par ^ et yj ; cp^ ce 
que devient cp quand on fait la m^me substitution; enfin ce 
que devient L| quand on y remplace y et (p par r, et o'. 

La deuxieme equation s’ecrit 



Nous savons, en effet, que ff' est le potentiel du a Fattraction 
d’une couche superficielle de densite — (§ 28 ). 

represente un element de la surface de la sphere, mais 
e^alue sw la carte : sur la sphere m^me, cet eldment est 


donc-^. 


XJ est la valeur de ^ au point de coordonnees y). Quant a /y 
c’est la distance du point^,jKau point yj, mais evaluee dans Ves- 
pace^ et non sur la carte. 

Lorsqu’on aura integrd par parties pour faire disparaitre les 
termes en ^ et ^ qui figurent dans L' avec cp', nos equations 

en cp et se prdsenteront sous la forme d’dquations de Fredholmy 
mais k deux fonctions inconnues. M. Fredholm a montre que ce 
cas se ramenait immddiatement a celui d’une equation ordi- 
naire. 

Pour le faire voir, considdrons seulement le cas d'une variable 
unique. Soient deux dquations de Fredholm entre deux fonctions 
inconnues oj et 


= /* 9t(|,) + AsfO 1 ) <^1 


les integrations dtant effeetudes entre les limites o et i. 
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Ces equations peuvent se ramener a une seule, 
o(x)= J 

scLilement, ici, ^ et ^ \arieront entre o et 2 . 

Nous poserons 

Pour o<a;<i, (p(^) = 01(4?), 

Pour ^>1, — i), 

et pour definir les noyaux 


a? < I, 

^ <1. 

II 

a?<i, 

?>*, 

K=K2(^, S-i), 

a?> I, 


K = K3(:r-i, ^), 

a? > I, 

^>1, 

K = K4(ar-i, ? — 


La reduction est alors immediate. 

On peut faire de m^me s’il s’agit d’intdgrales doubles. 11 suffi- 
rail de doubler Taire d’intd^ration par une autre aire dgale placde 
a c6te, de m^me qu^on a pr^cedemment doubld le segnient. 

17S. Examen critique de la methode de Fredholm — Nous ne 
pousserons pas plus loin Texpos^ de la methode de Fredholm; 
mais, avant d’abandonner ce sujet, nous nous demanderons ce 
qu’on peut en attendre pour la resolution du probleme des 
marees. 

Th^oriquement, la methode donae la solution du probleme : les 
sdries qu’elle fournit convergent avec une tres grande rapidity. A 
ce point de vue, rien h d^sirer. 

Seulement, le calcul de chaque terme est loin d^^tre simple. 
Cerlainement, on pourrait le simplifier. Cest ainsi qu’il n’est pas 
indispensable de toujours proc6der par Stapes commenous Favons 
fait. La determination de chaque fonction de Green exige la reso- 
lution d’une equation de Fredholm et, la plupart da temps, on 
peut abreger feeaiicoup les calculs eh faisant tout I la^ fois. ^ ’ 

|>a plats, on rrajl se l^jde^ertenaM'dont 

,g^na:iai; e^t M^)’j iUaffir|4t 4^. savq^ 

s4rU«i€S J)<oar ^Oettir * ’-i" 

Ni^ajamoiikS, 
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calcul i^estera tres long. II fandra necessairement inlroduire la 
profondeur de la mer et la representer par une foiiction : d’ou 
une complication extreme, qa’on n’eviterait qu’imparfaitement en 
adoptant m^me une loi sch^matique grossiere. 

Dans ces conditions, il est permis de se demander si le tra- 
vail considerable exige serai t en rapport avec unresultat forc^ment 
douteux. 

Mais cen’esL pas toutencore. Pourjuger de la valeurd’une me- 
thode d’integration nouvelle, M. Hermite avait coutume de poser 
cette question : Pourriez-vous relrouver par ce precede les cas 
particuliers d’integralion deja connus*^ 

Jusqu’ici, la m^lhode de Fredholm ne repond qudmpari'aite- 
ment a ce criterium. II faadrait travailler encore beaucoiip pour la 
mettre entierement an point. 

Toutefois, cecineseraitpastine raison suffisante pour s’en passer. 
D’abord, il n’en existe pas d’autre. Ensiiite, on peut esperer en 
obtenir la demonstration rigoureuse de certains theoremes utiles. 

Supposons, par exemple, deux bassms oceaniques communi- 
quant parun d^troit. Si le premier de ces bassins se trouve isole- 
ment en resonance avec un des Lermes du potentiel, on peut 
admeltre que les mar6es y sont commandoes par cette rOsonance, 
tout comme si le second bassin n’existait pas. 

Mais ce n’est la qu’une intuition, et pour arriver a comiaitre, 
mOme approximativement, la periode d’oscillation propre du 
bassin en question, on est oblige de negliger bien des choses. La 
mOthode de Fredholm permettrait de controler cette intuition, elle 
pourrait monlrer quelle doit dtre la limite de la perfection de la 
resonance pour que la conclusion soit legitime; en un mot, elle 
ferait voir quel est Fordre de grandeur de I’erreur commise et quel 
est son sens. 

De mOme, dans la comparaison de la thOorie avec les observa- 
tions, on est souvent amene 4 assimiler un bassin de forme plus 
ou moias compHquee '^ un canal sensiblement Oquivalent. C'est 
ainsx que nou^ lUibase de la thOorie de Harris certains 

lemmes <^u des observations 

f ' ' » M j ^ 1 ) L I ; i ' > I ' 3 4 j 1 j 

Ici III I ^ lulled foarnirait. k moyer 

d’en y^ilier la 
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Tel esl I’appui qu’on peut actuellemenl espei'er retirer de I’ap- 
plication de celte methode au probleme des marees. 

Ces memes conclusions s’appliquent egalemenL a une autre 
methode qui est encore a peine ebauchee et dont nous aliens dire 
quelques mots, la methode de M. Ritz. 

176. Methode de Ritz. — La methode de Ritz s’applique au cas 
ou I’on a a determiner une fonction par le calcul des variations. 
Supposons une eertaine integrate J defmie par la relation 



Lc? depend de la fonction inconnue o et de ses derivees pre- 
mieres ^7 mais cen’est pas une expression lineaire : e’est un 

polynome du second degre, non homogene. 

II s’agit de chercher la fonction ^p, assujettie a certaines condi- 
tions aux limites, qui rende J minimum. 

M. Ritz considere une s^rie indefinie de functions 

4 ^ 1 ) 4 ^ 2 , .... 

Toutes ces fonctions sent assujetties a certaines conditions : 

En premier lieu, elles doivent satisfaire aux conditions aux 
limites auxquelles satisfait la fonction o. 

Ensuite, il faut qu’une fonction quelconque F puisse ^tre repre- 
sentee par line sdrie proc^dant suivant les fonctions A, soit 

F =2 

Void, k titre d’exeraple, une application simple montrant com- 
ment les fonctions 'Lpeuvent 4tre choisies. 

Supposons un contour quelconque 

If , II I 

leqiiel la fane^ipn f est assujettid I 

dan's un eai*l‘4'iya|at pdurMlIII f(L^i ’1^' 
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Nous prendrons 
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sin niT.x sin rmzj 
cos a cos a 


A, renfermant 6 en facteiir, satisfait bien a la condition d’etre 
nul siir le contour. 

Fig. 38. 



Considerons egalement une fonction quelconque F s*annulant 
sur le contour ; restera fini. En general, la fonciion F ne sera 

definie qu’a Pinterieur du contour. A. I’exterieur, nous pourrons 
la definir comme il nous conviendra, et prendre, par exeinple, 

F 

•5=0, 

F 

~ pourra se d^velopper en s^rie de Fourier, et nous aurons, par 

suite, le d^veloppement de F en s4rie procedant sulvant les fonc- 
tions A. 

Pour rdsoudre le probleme tel qu’il Pa pos^, M. Ritz represente cp 
par la suite finie 

^2 As “F*. . . A/i* 

Si Pon substitue dans la premiere equation, J deviendra un po- 
lynome entier du second ordre en ai, ao, . . 

On pent disposer des ind^termin^es a pour rendre J minimum; 
il en r^sultera une valeur de ^ que j’appelle 

M, Ritz a d^montr^ que o,/ converge vers une limile d^lermin^e 
qui n’est autre chose que la fonction © cherch^e. 

M. Ritz a applique sa m^thode avec succ^s au probleme de 
Dirichlet et k celui de I’^lasticit^., : 

On pept qipe les arrives % epiployds, ou des arti- 

fices analogues, seraient ^alement applie^oles au probleme des 
marges, mais Je ne pa$ verifii. ^ . 
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II faut auparavant monlrer que les equations du probleme 
des marges peuvent se ramener a celles d’un probleme dii calcul 
des variations. 


177. Reduction des Equations des marees au calcul des varia- 
tions. — Reprenons Tequation gtoerale du probleme (§ 77) 


avec 


2 — (h -- L 

doc\ ^ dxj d{x^y) k-’ 


h - 

X2-|-4co2cOs2 0' 

, 2 0 ) cos 6 , 

hi = - ' — ; hi J 


Ii{ et Ao contenant A en facteur s’annulent sur les Lords, a moins 
que les parois ne soient conslituees par des falaises verticales. 

En second lieu, A est essentiellement reel : il en est de m4me 
de Ai qui contient en facteur; mais A 2 , qui renferme )., est 
essentiellement imaginaire, hi est n^gatif; A est le rapport de simi- 
litude. 

Nous avons, de plus, une seconde equation, qui lie ^ a 

W ^tant la fonction connue correspondant au potentiel des 
forces ext^rieures. 

Pour inettre ces Equations sous la forme que nous avons en 
vue, nous s^parerons les parties reelles et les parties imaginaires. 
Posons 

Aj = 11), 

<p = (p, -1- l>u, 

n" = p'l -j- 
W = W<-K wWs,' 

•») esseiaiellelHJi^mt Wei. ■ ’ 

iSotetai8<tos i^s parties Wdles | ipaH|^S 
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naires; nous obliendronb alors quatre Equations 


/ dx 


(h 


d( Oi, 

A) , 



\ 

^ dx ) 

d(X^ 

y) 

A-‘ 

— 0, 

ih 



''i) 



\h 

_ 

* dx J 

<)(x. 

y) 


= 0, 



n'l 


w. 





7 -H 

A^k^ 

= o, 


-4- ^ 



W, 





- -H 

aVc^ 



Multiplions respectivement ces quatre equations par S'^i 

o^2d<y, ajoutons et integrons par rapport a o- sur 
toute I’aire consid^ree. Nous obtiendrons ainsi une integrale 



Si) 




0Si,5C2), 


dependant des fonctions Oo, Ci, uo et de leurs variations 
51^1? cette int^grale devra etre nulle. 

Nous allons montrer qu’elle se reduit a la variation exacte 0 J 
d’une int^grale J. Le probleine x^eviendra done a chercher le maxi- 
mum ou le minimum de J. 

Prenoiis, en effet, successivement chaque terme ou groupe de 
termes ; nous obtiendrons autant de variations exactes. 

Nous avons, en premier lieu, Fint^grale 

qui donne, en integrant par parties, 


Le premier terme est une integrale de ligne qui sera nulle, 
puisqu’elle est prise le long du bord 01k I’on a /i| = o. 

La seconde integrale est une integrale de surface qui est ^gale a 

C'est done iramtipaa po^r le lepme 

a^nio^e do 1^,, second® 
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Maintenant, considerons ensemble les termes provenant des de- 
terminants fonctionnels ; ils donnent 



d 



Transformons egalement en integrant par parties. Chaque int^- 
grale particuliere donnera line integrale de ligne etendue au con- 
tour et qui sera nolle puisqu’il y a parLout v) en facteur, puis une 
integrale de surface; i] restera done 



cfScpi ^cp2 ^o<pi <i<p2 
dx dy ‘ dy dx 


^Scp2 dof2 d(f>i \ 

dx dy dy dx 


c’est-a-dire encore une variation exacte 



d^2 d^x 
dx dy 






Combinons — avec — nousaurons 

De meme pour les termes analogues — ~ et — ^ • 

Les seconds termes des deux derni^res equations nous donne- 
ront ensuite 





2X^2 


Considerons maintenant le terme en U" ; ildonne 



Or, W etant I 0 poleiitiel dfl i raltraction d^iane couebe super- 
ficMle d^ datoite 0^ prO’^iendra dl'bne cbbcb^;sip^rfi4l<||[e 
attirdn^'le^ el SH* sera H'pbteritiel d^uii^! bkaftllre 

Ultimate ^ tde ' j M ' 0’aprfe^ : uk ^ [|ln|4r^! I le 
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la theorie du potenliel, si V et V' sont les potentiels respective- 
ment dusa des masses m et m', on a 


Par consequeni , 


De meme pour le terme en 11'^. 

II ne nous reste plus que les teiunes en W| et W^. Le premier 


donne 



Wi 0 


y 

'si* 


Or, esL une fouction connue, elle n’a pas de variations ; nous 
pouAonsdonc ecrire cette integrale 


V A-! ^ ' 


De m^me, pour Wa- 

Finalemenl, nous obtenons une variation exacie 


0{x,f) k*- 

2XU'2 aX^/c-i X^A^ 




df] 

dec 


= o. 


Nous nous trouvons done bien dans les conditions voulues pour 
appliquer la methode de M. Ritz, 

Nous pourrons prendre pour les fonctions i des fonctions quel- 
conques satisfaisantaux conditions auxlimites. Ilsuffira de prendre 
des fonctions «pheriques. Toutefpis, il y auraii une difficult^ pour 
la latitude critique. 

On pourrait 6^^Iement ddvelopper les inconnues en fonctions 
spheriques et arr^ter le d^veloppein^nt a un terme quelconque. 
On aurait aiiisi-nn.|ipimit^re fini d’indeterj^n^es relatives a un sys- 
teme rcbtreint pqssddant mn nomibre fini de jde^r^s de iifaertd. On 
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pourrait alors calciiler les quantiles Ho, FI|, Hj et appliquer J^ana- 
lyse eA^posee au debut de cet Ou\rage. 

Mais il faudrait pour dezuonlrer la legitimite du developpement 
une analyse qui n’a pas encore ^te faite. 




DEUXIEME P ARTIE. 
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CHIPITRE XL 

ANALYSE HARMONIQUE. 


178. Nous avous vu dans la premiere Partie que, si la methode 
de Fredholm permet th^oriquement d’int^grer les Equations du 
probleme des marees, n^anmoins la difficult^ d’introduire analyti- 
quement la loi de profondeur de la mer et les conditions aux 
iimiles sur le contour compliqu^ des continents conduisait a des 
calculs pratiquement mextri cables. D’ailleurs, cette methode est 
d’invention loute r^cente et jusqu’alors le probleme n’avait pu 
4tre traits completement que dans des cas tres partie uliers dont les 
conditions sont assez ^loign^es de celJes qui se pr^sentent dans la 
nature, 

Gependant, on pr^dit les marges d’une fagon rdguliere et sans 
m^comptes. Le precede le pins generalement employd dans ce but 
est celui qui a ^16 propose en Angleterre sous le nom analyse 
harmonique. Nous allpns en exposer les principes g^ndraux, en 
I'envoyant ppur les details d’appliqation pratique aux nombrqux 
Ouvrages qui ontplus particubereiaent traits de cette question (*). 


( * > G.-Ji. I>AB\YiN and ^ .-C. Adaws^ Export of a QOmmiftee> fQr hcifm^nic 
qnedysisof Associmion, ^ 

dm de ntarem d^kpr^s Im^ 




\ WWRWp |Lpr«T, |!«j 1^14^4 ,, 

etude et predk^ion 




i M 
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179. Nous savons (§ 29) que le potenliel perturbatenr P — 
des astres troublants, en un point d^termin^ de coordonnees 8, 
peut ^tre decompose en composantes isochrones complexes 

P — Po= 

est essentiellement imaginaire et differe peu de s etant un 
nombre entier pouvant prendre les valeurs o, ±:i, zb 2 . 

C = B etant uniquement fonction de la colatitude 9 et se 

Irouvant proportionnel a 

3cos2 0 — I pour 5 = 0 , 
sin 20 » 5=±:i, 

sin2 6 » 5 = ± 2 ; 

C est done une fonction connuedes coordonnees du point. 

Ainsi, pour chaque composante isochrone du potential pertur- 
bateur, A est une constante ne dependant que du mouvement des 
astres et C est une constante en chaque lieu consid^re. 

Nous savons, de plus, d’apres la th^orie gen^rale des oscillations 
d’un systeme m^canique (Chap. I), que chaque composante iso- 
chrone complexe du potentiel perturbateur donnera naissance a 
une oscillation contrainte isochrone harmonique complexe de 
m^me periode* de telle sorte, qu’en d^signant par h la hauteur de 
la mar^e au lieu considere, on aura 

/i = 

les X ^tant les m^mes constantes que celles qui enti'ent dans le 
developpement du potentiel et les H ^tant des functions des coor~ 
donn^es du lieu, 

En mettant en evidence le module et I’argument de H, nous 
pourrons ^crire, puisque les termes du second membre sont ima- 
ginaires conjugu^s deux a deux, 

a ^tanl le module dela quantity imaginai|*e X, e’est-^-dire la vitesse 
angulaire de Ponde. 

L^^pression deist hamtetir de la mis^^ sous forme rdelle sera 
A = SA cos(a^ 4-*^). 
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Pour calculer la hauteur de la rnaree, il nous faudrait done con- 
naitre, relativement a chaque oscillation particuliere, trois quan- 
tiles : la vitesse angulaire a, I’amplitude A et la phase p. 

Les vitesses angulaires a sont les m^mes pour tons les ports, 
nous leur attribuons les valeurs theoriques du d^veloppement du 
potentiel, elles sont done connues. 

Les incomiues A et p seraient fournies par I’integration des 
equations differentielles du probleme; mais, comme ce sont des 
constantes en chaque port considere, on peut aussi chercher a les 
determiner expenmentalement. 

Une fois ces constantes obtenues, il sera possible de predire la 
maree. 

Tel est le princlpe general de la methode de I’Analyse harmo- 
nique. Son application comporte trois groupes d’operations suc- 
cess! ves : 

1 ° Observation de la mar^e pendant un temps suffisamment 
long; 

2 ‘' Calcul des coefficients A et p; 

3'^ Calcul de h pour une ^aleur donn^e de t. 


180. Observation de la maree — Les appareils destines a en- 
registrer automatiquiement les variations du niveau de la mer sont 
des mai egraphes, * 

Un mar^graphe se compose essentiellement d’un puits dans 
lequel Feau peut pen^trer par une ouverture etroite, de telle sorte 
que le niveau dans I’lnt^rieur du puits soit le m6me que celui de 
I’ocean, abstraction faite de Tagitation causee par les lames. Un 
flotteur, qui s’eleve et s’abaisse avec Peau, transmet les variations 
de niveau, par Pinterm^diaire d’on sjst^me demultiplicateur, a 
un cylindre enregistreur actionnd par un mouv^iment d’horlo- 


gerie. 


De la courbe de mar6e ainsi obtenue, il est atsd de d^dduire le 
j\iye,qY^ m(>yeri pariir^duquel on ^oit 

meyenne d’^un grai|Ld npinbre 6q^i^ia^nies^ HI I U ' 1 1 
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treinit^ inf^rieure est constituee par un vase poreux. L’equilibre 
de niveau s’etablit alors tres lentement, et I’amplitude des oscilla- 
tions est tres reduite. Le niveau mojen de Toscillation resultante 
a I’interieur du tube est le meme que celui de la mer et peut se 
determiner simplement par la moj'enne d’observations faites a un 
assez long intervalle, une seule par jour, par exemple. 

181, Calcul des coefficients. — Nous avons done par I’observa- 
lion une courbe nous donnant h en fonction de t, II s’agit inainte- 
nant d’en deduire les constantes A et ^ particuli^res a chaque 
onde. C’estenceci que consiste FAnalyse harmonique proprement 
dite. 

Nous connaissons au lieu considere 

A = SH 


Considerons une onde particuliei’e 

Ho 

et proposons-nous d’en determiner les dements. 

En mettant cette onde en Evidence, nous (5crirons 

A = SH Ho 

le S s’etendant a toutes les autres ondes. 

Calc u Ions Fint^grale 


/ 


h dty 


pour un intervalle de temps T tr^s long. Nous avons 


/’ 


h dt 


H e^(a-ao)T_i 


i a — 


ao 


HoT. 


Les termes oix T figure en exponentielle restent toujours petits, 
quelque grand |que soitT, tandis qiie le terme H^T devient tr^s 
grand. Si est siili^amident terme sera done le scol 

sensible, ei Foil' p^ira dqriprfe ^ f , < 



ANALYSE IIAHMONlQLi:. 


3 o 9 


Le module de Hq donnera alors ^ et sod argument 

Eli separant les parties r^elles et les parties imaginaires, nous 
avons pour determiner Ao et les deux relations 


Aq cqs^o 
2 

Aq sm ^0 
2 



cosao^ dt^ 


smuo t dt. 


182. Ohoix de la periode T. — La separation de chaque onde 
sera faite d’autant plus exactement que les lermes introduits dans 
Fintegrale par les autres ondes seront plus petits. 

Parmi ces termes, figure celuiqui correspond a a-= — ao, c’est- 
a-dire le terme imaginaire conjugue de celui que nous voulons 
separer. Comme il donne en facteur — i, on le fera dispa- 

raitre ainsi que les termes dont les vitesses seraient multiples de 
en choisissant T de telle sorte que 


q etant un entier quelconque. 

De plus, il conviendra d’eliminer tout terme susceptible de 
devenir dangereux, soil parce que son amplitude est considerable, 
soitparce que sa periode se rapprochede celle du terme a separer. 
Soit, par exemple, un terme a redouter; il donnera en 

facteur a^iT — ^ annulerait done entierement Pinfluence 
de ce terme en prenant 


— (ai— ao)T = r, 


T ^lant un entier^ 

D’ou, entre q ^t r, la relation 




ai— ao* 


' Mjsdsj, ot| 

pap ^^l-ak^paent p^stKsaUe.^On y s^sfdras tiiper^ 

siibfe, e|i ' r q les entifk 

ex^tf^ I It idbiiblemein-' ; 
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Pour efFectuer avec exactitude la separation de toutes lesondes, 
11 est necessaire d’avoir a sa disposition iin peu plus d une annee 
d’observations. 

Supposons, parexemple, qiie nous voulions calculer 1 onde Sj. 
Nous aurons a redouter avant tout Flnfluence de Mo dont Pampli- 
tude est tres grande, et dont la periode est peu difi^rente. Nous 
prendrons pour V I’entier le plus voisin de 

X 365 X 24 , 


et pour y I’entier le plus voisiii de 

aj — ao 

On trouve ici 

r = 25 . ^ = 738 

Par suite, I’intervalle T devra comprendre 788 p6riodes de 
I’onde Si, soil 869 jours moyens. 

Pour calculer Mj, I’oiide a redouter est S.; on aura 

7- = 25; y = 7i4; T = 369',5 (en temps solaire moyen). 

Pour K2, dont la periode est undemi-joursideral, onredoute M™; 
on trouve 

r = 2 j ; ^ = 740; T = 369^ 

Pour TondeKt, dont la periode est unjoursid^ral, onredouteO; 
on trouve 

r = 27 , ^ = 370 ; T = 369 J. 

Pour Tonde N, de periode semi-diurne, on redoute Mo; on 
prendra 

r = i3; ^ = G8o, T = 358^,7. 


Pour Ponde evectionnelle majeure v, on redoute egalement Mo; 
on prendra 

7* = n; ^1=666, T = 350^,4. 


Enfin, pour Tonde solaire diurno P, il j a a redouter a la fois K* 
et 0 ; ce qti % preuflre,, d’une part, 


et, de Paulre^ 



^ ^ 364 

j ^ 4 i I 
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Mais, en raison de la petitesse de dans le premier cas, le 
terme correspondant a K, variera tres lentement, et Ton 

aura avantage a prendre pour q la valeur de 368 periodes qui 
annulera presque exactenaent aussi Tinfluence de K,. D’ou 

T = 369J moyens. 

183. separation des ondes par la methode des moindres carres. 
— Au lieu de se servir d’une int^grale, comme nous venons de 
rindiquer, on peut encore calculer les coefficients par la methode 
des momdres carres. 

Les observations nous fournissent une s^rie d’equations telles 
que 

SH = h 

et il s’agit de determiner les coefficients de chaque onde de ma- 
niere a satisfaire le mieux possible a ces equations. II faut done 
clioisir les H de telle sorte que 

soil minimum. La premiere sommalion S s’applique aux difife- 
rentes valeurs de t correspondant aux N observations, la seconde 
aux differentes composantes de la maree qui sont toutes, deux a 
deux, imagiiiaires conjuguees. SoitHoe'Vlacomposante a separer. 
En derivant par rapport au coefficient dc la composante imaginaire 
oonjuguee, nous aurons I’equation 

S 6-*'ao^(SH = o. 

Mettons H© en evidence; il viendra 
SH2 


Le coefficient des H autres que Hq sera sensiblement nul si les 
observations sont sensiblement equidistantes. Posons, en efiTet, 
£ = mT, m pranant las valeurs 

iNpi^s auroiis.|K)ui^caafficientda H une |)rog;r^|pji 
donit U somnpfe sera 
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Comme ce coefficient reste fini, quelque grand que 

soil N, et Ton pourra, par suite, negliger le premier terme. 

Ge que nous avons dit du choix de T = Nt pour 1 ’application 
de la methode de I’int^grale s’applique ^galement ici. Les deux 
m^thodes conduisent exactement an m4me resultat. 

Si les ordonn^es n’^taient pas absolument equidistantes, la 
compensation se ferait encore, mais moins bien. 

On pourrait alors proc^der par approximations successivesj 
mais cela n’est pas n^cessaire pour les marees a courte pe- 
riode. 

484*. Variation des coefficients avec 1. — Les coefficients C dii 
d^veloppement du potentiel ne sont pas tous des constantes abso** 
lues. INous avons vu, en effet, que dans q-uelques-uns d’entre eux 
figurait I’inclinaison 1 de I’orbite lunaire sur I’^quateur (§ 30). 
Or, si pendant une ann^e on pent considerer I comme sensible- 
ment constant, il n’en est pas moins vrai que cet element varie : 
les inclinaisons de F^quateur et de I’orbite lunaire sur F^cliptique 
n’ont que des variations insensibles, mais I est fonction de la lon- 
gitude du noeud. 

Soit done une composante de la mar^e Sp) dont le coeffi- 
cient contient en facteur, par exemple, cos*-- Si, par Tanalyse 


Fig. 39. 



harmonique d’une ann^e d’observations pendant laquelle I avait la 
valeur I©, nous avons trouv6 poqr le coefficient d’amplitude de 
cette onde la valeur Ao, pourprddire la mar^e au cours d’une autre 
anii6e ofi I atira pris la! valfeur L , il qonViendra de prendre un coef- 
ficient Ai tel que ^ ; 

2 , 
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II existe des Tables, dress^es par le major Baird, donnant 
iminddiatement pour chaque onde les valeurs pratiques de ces 
rapports. 

II n’y a pas lieu d’en tenir compte pour les composantes 
solaires. 

185. Examen de quelques cas particuliers. — i” Ondes side- 
rales. — Le potentiel de la Lune et celui du Soleil donnenl cha- 
cun une composante de vitesse to dont Faction se combine de rna- 
niere a former une seule onde sid^.rale diurne K,. Le coefficient 
du terme lunaire dependrade I, de sorte qiie le coefficient de K, 
sera de la forme 

Pour passer d’une annee a Fautre, il suffira de connaitre le rap- 
port des actions de la Lime et du Soleil, qui est celui des coeffi- 
cients astronomiques des deux termes constitutifs de K. 4 .Dememe 
pour Fonde sid^rale semi-diurne K 2 . 

Onde lunaire elliptique mineure L. — Le developpement 
du potentiel lunaire comprend des termes ayant respectivement 
pour argument 

(ao) — n)t — Tif, 

( 20 ) — n)t 4 - rs. 

w repr^sentant la longitude du p^rig^e lunaire qu’on peut, en pre- 
miere approximation, considdrer comme proportionnelle au temps. 

varie trop lentement pour que Faiialyse harmonique puisse, avec 
une seule ann^e d’observations, arriver a separer exactement ces 
deux termes ; aussi les reunit-on en un seal en posant 

pouvant 4tre consid^r^ comme constant dans le courant d’une 
annee. 

Si aloi:^ I’analys^ Jaarmopique a. foprni kt yaiepr U^, dp cofffiT 
cientde Fonde eprre^ppndlante, avec une 
op aura pour qnp aptre la valeut de '0. ep 

f liliiri I :i : n 

(jj 

*Gi C 
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18o bis, Ondes superieures et ondes compos^es. — Nous a^ons 
admis que les vitesses angulaires a des diverses ondes etaient les 
memes que celles des termes correspondants du developpement du 
potentiel. Ceci suppose que, les equations differentielles qui 
regissent les oscillations du sjsteme ^tant de forme Hneaire, on 
pent appliquer le principe de I’independance des petits mouve- 
ments. Pour que cette application soil legitime, il faut que les 
oscillations soient tres petites par rapport a la profondeur de la 
mer. Or, si cette condition est remplie en pleine mer, elle ne Test 
pas dans le voisinage des maregraphes. 

II s’introduit alors dans Texpression h de la maree enregistree 
des termes parasites ayant des vitesses angulaires multiples de 
celles des termes principaux. C’est ainsi qu’aux termes 
s’adjoindront des termes en 

QZiy.t^ 


et m^me des termes en 

Ce sont les ondes d’ordre superieuret les ondes compos^es. Les 


plus importantes des ondes d’ordre 

supdrieur sont 

M4 

de Vitesse 

a = 4(0) — 71 ), 

Me 

» 

6(o> — 7^), 

Mg 

» 

8(o> — Tl), 

S4 

)) 

4(0) — Til), 

Se 

» 

6(0) — Til). 


Parmi les ondes compos^es, on distingue 


MK 

provenant de la combiiiaison 

Mj-hKi 

a = 3co — 

0.11 

MS 

r> 

Mg §2 

4 a) — 

on — orii 

MS/ 

)) 

S 2 ■”" Mg 

2(71 ~ 

- 

?MK 

» 

M 2 -HO 

3 a) — 

4 n 

MN 

)) 

Mg’-f- N 

4a) — 

OTIH- T!J 


L’onde compos^e MS^se confond avec Fonde k longue p^riode 
de mdme d^giiation. 

‘ t . j , . ^ 1 

186 . Calcnl d 6 & hoiairai^. M^tlLade de Hoberts. — En 

r^sum^, nous avons par le le trac^ de la courbe de 
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maree 


3 i 5 


les vitesses a otant connues, et les coefficienLs A et etant des 
constantes du port a delenniner. 

Si nous ^crivons en particulier le terme nous aurons 

T 

H„T= r he-‘^’>idt. 


d’ou, en separant les parlies reelles et les parties iinaginaires, 


Aq COS^o 
2 

Aq sinSp 
2 



h cosao^ 



II s’agit done de calculer les integrales 

/ ; cos ^ L cos ^ 

h . at = ^ ot h . «o 
sin sin 

3 ^ etant I’^quidistance des ordonn^es. 

Nous donnerons pour cela a une s^rie de valeurs equidis- 
tantes. 

Si, par exemple, il s’agit d’une maree diurne, nous prendrons 
pour t des valeurs telles que ao^ soil un multiple de i 5 "; s’il s’agit 
d’une mar(§e semi-diurne, les valeurs de t seront telles que ao^soit 
un multiple de 

Celle prescription peut encore se formuler d’uue autre maniere. 
Imaginons que nous ajons deux horloges graduees de o ^ 24, I’une 
r^gl^e sur le temps solaire moyen, et I’autre reglee de telle sorte 
que sa petite aiguille Itourne de 24 heures pendant la p^riode de la 
mar^e sp^cialement coi^ider^e si cette mar^e est diurne, et pen- 
dant la dur^e de, deux p^riodes si la mar^e est semi-diurne* Cette 
h^rloge marqtier^ gpe nous appellerons jle speomL Pour 

le$so;ade? teile$ ce^ten^ps, special p^ra le twps 

!$: 9 :jaire K| et ce sepa h tetnp^ 1 1 i . 1 - ^ , 

I dirpps ^ jdevront 

heures oel’lioriOre sti^^iale. 
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R^unissons tous les termes tels que les valeurs de ao t different 
d’un multiple de 2 tc; nous aurons 

S A aoif(2 A)1 . 
sin |_ ^ J 

Si la duree des observations comprend n p^riodeSj 

lx ■— TV h 

hrt) ^tant la valeur moyenne de h pour une m^me heure de I’hor- 
loge speciale. D’ou 

/ COS cos 

h dt ^ not'Z hfji . ao t, 

sm sm 

Le calciil de hm est simple, mais fort long. 

Pour Fabr^ger, au lieu de mesurer les ordonn^es pour toutes les 
heures rondes du temps special, on se borne a les mesurer pour 
les heures rondes de temps solaire moyen. Ceci revient a remplacer 
cbaque ordonn^e de temps special par Fordonn^e solaire la plus 
rapproch^e. A midi du jour initial, nos deux horloges marquent la 
m^me heure. Tant qu’elles ne different pas de plus d’une demi- 
heure, on fait correspondre les heures. Puis, lorsque I’^cart 
depasse une demi-heure, on saute une ordonn^e ou bien on la 
compte deux fois suivant que Fhorloge speciale retarde ou avance 
sur Fhorloge solaire. 

Comme on connait le rapport des marches des deux horloges^ 
il est facile de preparer d’avance des Tableaux ou se trouvent indi- 
qu4s les points ou il y a lieu de faire ces changements. 

Cette methode a appliqu^e par Roberts aux marges des Indes- 

187. K6glettes de Darwin. — La methode de Roberts pr^sente 
encore un inconvenient pratique : c’est que pour chaque nouvelle 
mar^e on est oblige de faire un nouveau Tableau des ordonn^es. 

Pour eviter cette A^^peikion,^ Darrin a imalgin^ des r^glettes 
diviisees eu ^4 cJiaqae rs^li^tte ebrres|:^omd k un jour moyen, 

et cm kiscrit les orSjonn^^^ lieraires (|ahts s^ ciases. Ces reglettes 
sont ensuite def que I’hfeure 

moyenne 12 de i l^ettrel sp^ciafe dbnt 

elle esi la plus vtrisinW. 
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Cel^L revient, en somme, a remettre I’horloge speciale a Fheare 
une fois par jour seulement, au lieu de le faire toutes les demi- 
heures; aussi, le precede est-il un peu moins exact. 

1 88 . Degr^ d’approximatioii de la methode de Roberts . — Chaque 
ordonnee de la courbe de mar^e satisfait a la relation 

2 H — h = o 


L’application de la methode des moindres carres a ces equations 
de conditions nous fournit des Equations telles que 

2 — A) = o 

Considerons t comme reprdsentant des lieures rondes de temps 
special. Soit, au conlraire, t le temps solaire mojen dont on fait 
usage pour 1 ’evaluation des ordonnees et designons par les 
ordonn^es correspondantes. 

Nous devrions ecrire rigoureusement 

2 6-^aoT(2H = o 

et ce syst^me d’equations nous fournirail pour les coefficients H 
les m^mes valeurs que le precedent. 

Mais, pour n’avoir a introduire, dans la separation d’une onde 
quelconque, que le cosinus ou sinus d’un multiple de i5®, nous 
op^rons comme si nous' avions les equations 

2 e~^«o^(2H At) = 


c’est-a-dire, en mettant Ho en evidence, 
2H2 


Or, T diff^re tr^s peu de on aura done sensiblement, N ^tant 
le nombre tr^s grand des ordonnees mesur^es, 


d’oii 




s 0, 

. 2 = N, 


it 

re de,^elui ^’on c 
^I sp^cias^ que.pajTopgu 
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estreinplacee parrordonnee solaire L’dcart entre ces ordonnees 
peut varier de o a 3o minutes; dans la sommation totale, tout se 
passera commesi chaque ordonnee thdorique etait la moyenne des 
ordonnees reparties de part et d’autre sur un intervalle correspon- 
dant a une demi-heure. 

II en r^sulte qu^au lieu d’obtenir Ja valeiir de I’onde qiie 

nous voulons separer, nous obtiendrons 



Ho 6^*0^ dt 


I ( 

= ^}{.e^a.Ae ^ — 





~ Ho sin — . 
ao 


Par suite, le resultat obtenu devra etre multiplie par le rapport 


2 



2 


qui est tres voisin dePunite et qu’on appelle facteur (T augmen- 
tation. 

La consideration des facteurs d’augmentation ne concerne 
^videmment pas la serie des ondes solaires. 

L’^limination des ondes par Femploi de la methode de Roberts 
est presque absolue au point de vue pratique. 

II suffit, pour s’en rendre compte, de calculer en premiere 
approximation les coefficients de toutes les ondes, et de chercher 
ensuite les corrections n^cessaires. Darwin a montr^ que la pre- 
miere approximation est largement suffisante. {Tidal leport to 
the British association^ 1872.} 

On n’aura done pas a calculer d’autres valeurs de que 

celles qui sont relatives aux angles 

0'', 1 5 ”, 3 c)", 45°, 60", 75“, 90". 


189. Determination des ondes d longues p^riodes. — Faisons, 
pour ebaque joiir solaire moyen, la moyenne des ordonnees 
horaires mesur^es : nous obftiendroiis ^insi 365 valeurs journa- 
li^res moyennes, dont la ipjc^enne gein^rale il'ournira la cote du 
niveau moyep. En I tet^abcbs^nt' cettel cdfeUes 365 moyennes 
journUidres, nous IcftkinkUi hduteuris 
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journalieres dont la mer s’eleve aii-dessus du niveau inoyen par 
suite des ondes a longues periodes et aussi des ondes a courles 
periodes dont Pinfluence n’a pas ete totalement eliminee par la 
formation des moyennes horaires. 

Mais, comme ces dernieres ondes ont ete prealablement deter- 
minees, on peut faire la correction correspondante ; il siiffu 
d’ailleurs d’evaluer cette correction pour Jes trois ondes lunaires 
les plus importantesj Mo, N et O. 

Parmi les ondes solaires, S 2 est rigonreusement eliminee et les 
autres le sont presque aussi completement, de m^me que les ondes 
siderales. II nous reste done 365 quantites h reprdsentant unique- 
ment Peflfet des ondes a longues periodes; d’ou 365 equations de 
conditions de la forme 

— A = 0, 

les h et les a se rapportant aux ondes a longues periodes. II suffit, 
dans tous les cas, d’introduire cinq de ces ondes, a savoir : 


]\I m 

a = /I — 7u 

M/ 

in 

MS/ 

— Til) 

Sa 

ni 

S.sa 

ini 


Nous traiterons les equations de conditions par la methode des 
moindres carres, et nous en d^duirons ainsi 5 Equations de la 
forme 

SH2 365 Ho = 

On r^soudra ces Equations en supposant d’abord que le premier 
terme est ne^giigeable, comme dans le cas des ondes a courtes 
periodes, mais ici la premiere approximation ne suffira pas en 
gdn^ral. 

Ces calculs sent longs, et Darwin a dress^ des Tables pour en 
faciliter [’application. 

Pratiquement, on ne fait pas pour chaque moyenne journaliere 
les corrections relativei) aux trois ondes de courtes pdriodes; mais 
on applique une correction equivalente aux Actuations d’oiiresulte 
la dAtermination dW iddefUdents. 
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On se reportera, pour le detail des calciils, aux Ouvrages deja 
cites. 


1 90 . Methode de Darwin ponr la separation des ondes solaires . — 
Dans un travail communique a la Societe royale de Londres 
{^Proceedings of the Royal Society j Vol. LII, novembre 1892), 
Darwin indique une inethode grace a laquelle la separation des 
ondes du groupe solaire peut etre aisdment effectuee. 

Reprenons Tequation generale 

A = 2H 


Abstraction faite du mouvement tres lent du pongee, a est une 
combinaison lin^aire a coefficients eiitiers des trois quantiles (o, n 
et /i\ representant respectivement la vitesse angulaire de la Terre, 
le moyen mouvement de la Lune et le moyen mouvement du 
Soleil. 

moj et y 72 > designant des entiers, on aura 


ot. — Ui) mi{n — nx) m^n[ 


D’ou 


at = moX -+* -h rn^^. 


etant Tangle horaire du soleil moyen; 

0 la difference des longitudes moyennes de la Lune et du Soleil ; 

1 la longitude moyenne du Soleil. 

On peut done ecrire 

A = SH 


Considdrons les 29 jours d’une lunaison, rdunissons en Tableau 
les cotes correspondant a une mdme heure et faisonsles moyennes ; 
nous obtiendrons ainsi 24 moyennes. 

Pour toutes les cotes entrant dans la composition d’une mdme 
moyenne, X ^ mdme valeur, varie lentement et peut dtre 
considdrd comme constant, mais f varie de o'" a 11 en rdsulte 
que ebaque onde donnera dans la sommation un terme 

; * ' ' '11 

Ic facieur dtani sensible'pbiteiat ccuistaiit 
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Si rriK ^ Oj on aura 

S = o. 

Par consequent, toutes les ondes pour lesquelles n’est pas 
nul vont disparaitre ; il ne restera que les marees purement 
solaires, celles dont la vitesse ne depend que de to el de a 
savoir Sa, S2, S|, Ko, K|, 

Les expressions de ces ondes sont fonctions des deux variables ^ 
et A. Si nous appliquons Tanaljse harmonique aux moyennes 
d’une ineme lunaison, nous obtiendrons les coefficients des diffe- 
rents termes mais ces coefficients seront encore fonctions 
de A. 

Nous considererons ensuite les lunaisonssuccessives d’une annee 
entiere. L’ann^e sera divis6e en 12 parties ^gales, en passant un 
jour de temps en temps, de maniere que chaque groupe comprenne 
bien 29 jours. L’analyse harmonique appliqn^e a chacun de ces 
groupes fournira 12 valeurs des divers coefficients corres- 

pondant a des valeurs ^quidistanles de la variable : on en deduira 
done facilement les constantes H. 

Cette m^thode a ^t^ peu appliquee. 

191 . Determination des constantes harmoniques d'un port a 
Taide d'une courte p^riode d^ob serrations. — II arrive souvent qne 
les observations dont on dispose ne s’^tendent pas sur une pdriode 
aussi longue qu’une ann^e. Darwin a, neaumoins, montre {^Admi- 
ralty Scieniijic Manual, 1886) qu’on pouvait obtenir des valeurs 
suffisantes pour la pratique, meme avec une periode d’obser- 
vations ne d^passant pas une quinzaine. Naturellement, on ne 
saurait ainsi determiner toutes les ondes et, en particulier, aucune 
des ondes a longue periode. 

Si nous admettons t 5 jours d’observations, on voit aisemenl, 
d’apres les regies donnees au paragraphe 182 pour le choix de la 
periode la plus favorable, qu’pn poum determiner 

M2 et eiiminer S2 ea analysant 28 periodes (T = I 4 ^ 5 ) 

S2 » M2 3 o » (T = i 5 J) 

K2 ^ ' »' M2 ’3^’ 3 o » (T = iS^) 

Ki O' » ' 14 )) (T = a 3 ) 

*0 ^ ' ' _ * ’ ^ ^ i ! i ' 1 » ' ^ . x 3 f M ‘ =f ) 
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La duree des observations esl insnffisante pour separer K 2 de S 2 
et Ki de P, ni ces deux ondes ensemble de la serie S. La sepa- 
ration de ces ondes se fera en admettant que le rapport de leurs 
amplitudes est egsl a celui des coefficients astronomiques. 11 
restera seulement a faire porter Panalyse harmonique sur trois 
groupes distincts. 

192. Analyseur harmonique. — Lord Kelvin a imaging un pro- 
c^d4 mecanique, qui donne sans calculs la valeur des integrales 



L’appareil employe se compose essentiellement de trois parties : 

Un disque circulaire pouvant tourner autour de son axe 
incline zO; 

2 ° Une sphere C en contact en A avec le disque ; 

3® Un cylindre de diametre legerement inferieur k celui de la 
sphere, pouvant tourner autour d’un axe parallMe au plan du disque 
et situe a la m^me distance de celui-ci que le centre de la sphere ; 
la sphere et le cylindre sont en contact en B (Jig* 4o). 

Prenons comme direction de Faxe des z Faxe 0.3 du disque et 
comme direction des y Faxe du cylindre ; la direction des x sera 
paralUle k CB. La fl^che indique la direction de la pesanteur. 

Par suite de son poids, la sphere presse centre le disque et le 
cylindre, et son centre ne pent se mouvoir que parallMement a 
Faxe des le rayon de la sphere est d'ailleurs tel que, dans ce 
mouvement de translation, le point de contact de la sphere et du 
disque d^crit un diametre de ce disque. 

II ne reste done a la sphere que quatre mouvements possibles : 
la translation parall^lea Oy etles trois rotations autour des paral- 
IMes aux trois axes. De tons ces mouvements, un seul est suscep- 
tible de transmettre le mouvement du disque au cylindre, c’estla 
rotation autour iWe parall^le a Oy^ qui donne pour les 
points A et B de des vitesses 6gales, 

Ciomme la ^phfere ne pteb^^is^er, la du point A de la 

sphere doit, ^tre dgape k k yi^tesse du point A du disque, et la 
vitesse du point B did laj ^pH^re Igale a k fVitesse du point B du 



ANALYSE HARMONIQUE. 


323 


cylindre. On doit done avoir la relation 




en d^gnaipi par, y la distance dn point, de cojnt^t.Aau|C®ntpe,du 
disque, par r le rayon 4’^ cylindre,, et par lef ji^l^tioi^ 

4l4i^^mtaire5 ccwf^pp^laft-ca (di,^ne;f t jd^, c?i 
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Supposons maintenant qu’on fasse d^rouler d un mouvement 
uniformela feuille sur laquelle est inscrite la courbe du maregraphe. 
Tandis que tourne le tambour avec la vitesse oCq, une came com- 
mande le mouvement du disqiie de Tanalyseur, et cette came est 
r^glee de telle sorte qu’on ait 

cos 

= . ao^. 
at sin 

En m^me temps, une fourcliette relide a un stylet dont la pointe 
decrit la courbe de maree guide la sphere de mani^re que la 
distance y de son centre au centre du disque soit egale a la 
hauteur h de la mar^e. 

II en resulte que Tangle o, dont aura tourne le cylindre au bout 
d’un certain temps, sera proporlionnel a 



Get appareil a sur les autres integrateurs, comme le planimetre 
d’Amsler, Ta vantage d’un roulement sans glissement. 

Toiitefois, il n’est pas entre dans la pratique et n’a pas ^t^ 
jusqu’ici utilise pour Tanalyse harmonique. 

Des types un peu differents ont et^ r^cemment essay^s. 

193. Prediction de la mar^e pour une 6poque donn^e. Tide- 
predieter. Une fois qu’on a d^termin^ par Tanalyse harmonique 
les constantes A et j3 de toutes les ondes pour un port donn4, il 
est facile de calculer la hauteur 

h = S A cos(a^-i- P) 

de la mar^e ence port^ k une epoque t quelconque. 

p ^tant la diflKrence de phase entre la marde et le terme corres- 
pondant du potential, il nous suffira de connaitre la valeur de 
Targument du potentielpour I’origine du temps. 

Les coefficients harmoniques n’6t?int pa§ absolument constants 
el tifiant Idg^Fem^nt avco I, om lem donmera naturellement la 
yaleur qui cOnVieidt k T^poqud t i 

Ge proc^lM conddit ^ dqs idsdctdsffoiM ipiigs.. Mais Lord Ki^yin a 
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imagine un ing^nieux appareil qui perinet de tracer en tres peu de 
temps la courbe de maree d’un port pour une annee entiere. 

La machine de Lord Kelvin se compose essentiellement d’une 
s^rie de poulies folles dispos6es de maniere a assurer le parall^- 
lisme des brins d’un fil qui passe alternativement par-dessus ou 
par~dessous chacune d’elles ; ce fil est fixe par une de ses extre- 
mites, et Tautre extr^mit^, tendue par un poids, porte un crayon 
qui laisse sa trace sur une feuille de papier enroulee sur un tam- 
bour vertical {fig^ 4i)- 

Fig 41 



Imaginons que les centres de toutes ces poulies puissent se 
d^placer verticalement suivant un mouvemeut harmonique corres- 
pondant respectivement a chacune des ondes de la mar^e ; le d^pla- 
cement vertical du crayon au-dessus du zdro, qui correspond k la 
position moyenne de tons les centres, sera 

2SA cos(a^ 

Le crayon tracera done la courbe de la marde {fig- 4^) si 
r^gle le mouvement vertical de chaque centre conform4tnent a 
Tonde correspondante. Pour cela, le centre P de chaque poulie 
est guid^ par une tige verticale portant une glissiere horizontale 
dans laquelle pent se ddplacer le bouton B d’une maniveUe QB 
dont le mouvement esi commando par .me horizontal 0^ Tons 
les axes tels que O soM actionn^s par des trains d’eingrenages 
calculus de telle sbrte aue leuirs' mOuvemehitsUoielii tniforines et 
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aient des vitesses angulaires proportionnelles aux vitesses a des 
diverses ondes; le m^me m^canisme fait mouvoir le tambour enre- 
gistreur proportionnellement au temps moyen. Nous aurons 

= oLt — H pj 

P etaut Tangle que fait la manivelle avec la verticale a I’origine du 
temps. Par consequent, le deplacement OB' de la glissi^re au-dessus 



de Faxe O, c’est-^-dire le deplacement du centre de la poulie P au- 
dessus de sa position moyenne, sera 

OB cos (a^ P)* 

II suffit done de caler chaque manivelle sous Tangle |3 et de 
maniere que la longueur OB soit proportionnelle a A. 

Une semblable machine existe au Service hydrographique de la 
Marine, ou elle sert k calculer les annuaires de maree pour nos 
pofts des mer^s de Chine et de Toc6an Indien. 
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CHAPITRE XIL 

METHODE DE PREDICTION DE LAPLACE. 


194. Anterieurement a Tanalyse harmoniqiie, on employait 
pour pr^dire les marges une methode plus expeditive due a Laplace 
et qui s’applique particuliereiuent bien au phenomtoe tel qu’il se 
produit sur nos c6tes. 

Reprenons I’expression du potentiel des forces ext^rieures enun 
point donn^ 

P - Po =2 c =2 C 

II s’agit de calculer la hauteur h de la mar^e, dont Texpression 
en composantes isochrones est 

Nous savons (§ 29) que les termes de P — Po se partagenl en 
trois groupes : 

1 ^ Les termes semi-diurnes pour lesquels on a 
a = 20) -h (JL avec G = A: sin® 9 

[JL ^tant positif ou n^gatif et petit par rapport a to. 

Nous avons 4galement les termes imaginaires conjugu^s, pour 
lesquels 

a= — 2to — fjL avec G = A: 

2 ” Les termes diurnes 

a o) -h fx, G = ^sin2 6e^^, 

a==-^ta — fx, C = I 

3“ Les termes longue p^riode 

'' C = *l!3^ejQs*iB — I). 
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Consid^rons successivement chacun de ces groupes. 

Dans legroupe semi-diurnCj prenons d’abord les termes en 


AlIofs 


a = 2 0) -h |Ji. 
P — Po= sin^ 6 6^4^ 


Quel est le rapport de H a A"? 

H est une fonction des coordonndes du port : c’est une con- 
stante pour un. port donnd. Le coefficient k est ^galement pour 
chaque onde une constante, mais varie avec la vitesse a : il ensera 

H 

done de m^me du rapport D’ailleurs, en vertu du principe de 

la superposition des petits mouvements, si Ton multipllait tous 
les coefficients k par un m^me facteur, les coefficients H corres- 
pondants se trouveraient multiplies aussi par ce facteur, et le 
H . . 

rapport ne varierait pas. 

Nous pouvons done ecrire simplement 

Ceci est rigoureux. Voici ou commence I’approximation. 
Mettons en Evidence I’amplitude etla phase de I’onde, et posons 

k 

Laplace suppose que, pour tous les termes semi-diurnes, a et p 
sonl des fonctions lin^aires de a, done de ce qui permet 
d’^crire 

H 

j = (ao-h 


^05 §1 ^tant des constanles du port, ind^pend^tes de a. 

Alors 

Posons : , , , 
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L’expression du potentiel des Lermes considereis deviendra 
P— Po= 


et, en se reportant au developpement du paragraphe 29, on voit 
imm^diatement qu'on a 

f{t) = e-5/a, 

771 ^tant la masse de Pastre, S sa distance polaire, p sa distance ala 
Terre et yR son ascension droite. 

Nous aurons 

/(^-H pi) 

Pi) = 

d’ou 

A = aoe'P°<52iw^/(^-hpi) — 7ai6^Poe2*w^/'(^ -4- pi). 

Si nous repr^sentons par S, JR et p les valeurs des coordonn^es 
de Fastre prises, non pas pour I’epoque i, mais pour F^poque 
jf-h pi, nous pourrons ^crire cette expression 

, /nsin-S . d F^sin^S . ^ o «/d^1 

A = ao j — gz(2(i)^-i-fio-25l) — 

pi dC I J 


^ condition toutefois de ne pas difFerenlier lorsqu’on prend 
la deriv^e partielle du second merabre. 

On peut se dispenser de formuler cette restriction en ^crivant 

au lieu de ~ • 

^Pi dt 

Pour avoir I’expression complete de la hauteur due k Fensemble 
des termes semi-diurnes du potentiel, il nous faut,tenir compte des 
termes imaginaires conjugu6s de ceux que nous venous de consi- 
d^rer. La hauteur totale sera done repr^senl^e par le double de la 
partie r^elle de Fexpression pr^c^dente ; c’est-4-dire qu’On aura 
pour la mar6e semi-diurne lunaire 


m sia®^ 


h=z2a(i — cos (a to ^ -4- 
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On aurait une expression analogue pour la mare e semi-diurne 
solaire, les constantes a\^ Pi restant les m^mes. 


195. La sjnthese des termes diurnes se fera de la m^me mani^re. 
La seule difr^rence est qu’on aura 


/(0 = 


m sin 2 $ 

————— Q , 


II en r^sulLe pour I’expression de la mar^e diurne lunaire 


A = — cos(.ai! + 8;-il) + 2 




m sin2S 


sin(a)^- 




^05 Po 5 P^ quatre nouvelles constantes du port, qui 

restent les m^mes pour les ondes diurnes solaires. 

Les coordonn^es S, M et p de Tastre doivent ^tre prises, non 
pour r^poque mais pour I’^poque ^ H- . 

Enfin, pour les termes a longue p^riode, on s’en tient ala mar^e 
statique de premiere sorte. 


196. En r^sum^, la formule complete de Laplace renferme pour 
un port donne huit constantes 

CIq, Po» Pl> 

Pi, Pi- 

Laplace a cherch^ quelles etaient les valeurs de ces constantes 
pour le port de Brest. II y est parvenu en faisant 

ai = a\ = o. 

est relativement tres petit. La valeur du rapport ^ est d’en- 
viron 

4o 

Laplace a suppose que les constantes j3' de la maree diurne 
Etaient respectivement ^gales a et p, . 

Dans la formule, entrent les rapports En d^signant par 

• P ? 

r, / ies distances mojennes de la Lune et du Soleil a la Terre, 

Laplace a admis qu’on avait 

m m' _ 

Dans ces conditions, la formule de* Laplace reor^sente tr^s 
exactement les 
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Seulement, la valeur exacte du rapport ~ n’est pas 3, 
mais 2,17. 

Aussi la formule de Laplace, qui convient admirablement au 
port de Brest, ne s’appliquerait-elle pas exaclement a un autre 
port. II serait n^cessaire d’introduire une constante de plus, et de 
supposer que la valeur de n’esL pas la m^me pour le Soleil que 
pour la Lune. 

197. De la formule de Laplace, d^coulent quelques conse- 
quences immediates. 

Si nous considdrons d’abord la mar^e semi-diurne, qui esL 
pr^ponderante sur les cotes europeennes, nous voyons que la 
mar^e solaire et la mar^e lunaire s’ajouteront a Fepoque des 
syzygies et se retrancheront a Fepoque des quadratures. Gomme la 
fonction f {f) est maximum lorsque la dedinaison est nulle, les 
marees les plus fortes correspondront aux syzygies equinoxiales . 

En ce qui concerne la maree diurne, elle s’anmile avec la dedi- 
naison de Fastre et change de signe avec cette dedinaison, c’est- 
a-dire toutes les fois que Fastre passe d’un hemisphere a Fautre. 

Si nous nous reportons aux expressions des ondes de Fanalyse 
harmonique, ceci nous explique pourquoi les coefficients astrono- 
miques des ondes diurnes contiennent tous en facteur le sinus de 
Finclinaison de Forbite sur Fequateur. Si Forbite se confondait 
avec Fequateur, la inaree diurne serait identiquement nulle. 

Parmi toutes les ondes diurnes, les plus importantes sont 


O a = w — 2 n 

Ki (0 


Gomme ces deux ondes ont, a tres peu pres, le meme coefficient, 
leur ensemble pourra se representer par Fexpression 

cos (a) — 2/i)i cosa)^ = 2 cos (to — n)tcosnt. 

Tout se passe done comme s’il y avail une composante unique 
ayant pour periode un jour lunaire, et dont Farpplitude serait 
variable et egale a 2cos/i^. B y a interference et ch^^ngeiuent de 
signe lorsque la Lune traverse Fequateur. 
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198. Cartes des lignes cotidales. — Nous avons vu dans la 
deuxieme Parlie que les observations permettent de predire les 
marees. Si les stations d’ observations etaient suffisamment nom- 
breuses, on pourrait esperer, par la comparaison des coefficients^ 
locaux, Irouver Ja loi g^n^rale de formation et de propagation des 
diff^rentes ondes. 

Les rdsultats actueUement acquis sont relatifs k plus de 700 sta- 
tions r^pandues un peu partout; ils permettent ddj a d’esquisser les 
grandes lignes d’une th^orie d’ensemble. Mais, avant d^en tirer 
parti, il importe de ne pas perdre de vue que la plupart des mar^— 
graphes sont install6s dans des ports, *ou la mar^e est troubl^e par 
une foule de perturbations locales donnani lieu a la formation 
d’ondes compos^es. Coname il est certain que ces ondes n’existent 
pas au large, il faudrait d’abord les 6linxiner arvant de recdt6^<itcr 
nne lod g^n^rale. ^ ' I ^ ' ' I i i M 

Clmque mar^e* est caract^risde par detrx 
et\^ phase, Consid^rons^ utoe mar^e particuli^a, 
dc^t Peif^r^l^blQt ten ten port donn^ nous a^ 4 l 4 
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hartnonique sous la forme 

/M2 cos(a« — M§). 

Mo represente ici la valeur de la constante d’amplitude que nous 
avions designee d’une maniere gen^rale par 4; 
y’est le rapport voisin de Tunit^ qu’on prend dans les Tables du 
major Baird (§184), de maniere a tenir compte pour Tann^e 
consid^ree de la variation de Tinclinaison de I’orbite lunaire ; 
MI^ est la constante angulaire qui donne au port consid^re la dific' 
rence de situation entre I’onde lunaire semi-diurne et le terme 
correspondant du poientiel : c’est la valeur de — P speciale a 
cette onde; 

a est la vitesse angulaire 2 to — 2/1 rapport^e au temps moyen. 

Supposons maintenant que nous ayons pour chaque onde une 
horloge marquant le temps special relatif k cette onde : dans le cas 
de M 2 , ce sera le temps lunaire moyen. La vitesse de I’onde, 
rapport^e a ce temps special, sera alors de So^*, et le quotient dela 
phase par 3o nous dounera, estim6 en heures de temps special, 
Tintervalle qui s^pare I’^poque du maximum de Fonde du passage 
au mdridien de Pastre fictif generateur : ce sera done ici Fheure 
lunaire moyenne locale de la pleine mer semi-diurne lunaire. 

Pour comparer toutes ces heures locales entre elles, il convient 
de les rapporter a un m^me mdridien; nous supposerons done 
notre horloge de temps special reglee sur le temps special de 
Greenwich, L’heure que marquera F horloge au moment du maxi- 
mum de la mar^e due a Fonde consid^ree sera alors Vheure coti- 
dale du lieu relative a cette onde. 

Pour Fonde M 2 , Fexpression de Fheure cotidale sera 

-7— -K longitude ouest, 

la longitude exprimee en temps. 

♦ Jl y afutait donO amant dj’h^i^res colidal^s en un lieu donn^ 
qu’il y a d’ondes constilutives de lamar^ej mais, en raison de la 
preponderance ae , contender de oonsid^rer une 

het^re patid^e ^ipiq^e fmfrip.groppp eeipvidinrne. Son expression 
d^rivera alors^d^ MbituoUe itmhUssement aui 
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donne en chaque port I’heure d’une pleine mer, repondant a une 
position particuliere du Soleil et de la Lune* 

Pour le groupe diurne, on peut, comme nous Favons vu (§ 197), 
reunir les deux ondes O et K|, et nous aurjons alors pour Fbeure 
cotidale de la maree diurne 

I Oo-hK? , , 

^ — L _4- longitude ouest. 


En reunissant par des lignes continues les points correspondant 
aux memes heures cotidales, on obtiendra des lignes cotidales qui 
repr^senteront la position de la Crete de Fonde-maree a une heure 
speciale d^terminee [vide supra, § 49). 

Toutefois, ces lignes resteront n^cessairement hypothetiques 
sur une grande partie de leur parcours, et cela pour plusieurs 
raisons. En premier lieu, les observations sont faites sur les c6tes, 
et il faul raccorder les points de m^me heure cotidale a travers les 
oceans. D’autre part, meme sur les c6tes, les donnees actuelles 
sont encore assez incompletes, surtout en ce qui concerne les 
heures. Enfin, coxnme nous Favons faitremarquer prec^demment, 
les mar^graphes ne nous fournissent le plus souvent que les rensei- 
gnements les moins interessants pour une theorie g^nerale, 

II serait a desirer que la majeure partie des observations fdt rela- 
tive k des ilots du large ou tout au moins a des caps tres avanc^s. 

Les cartes de lignes cotidales dont nous donnons la reproduction 
[fig* Sg et PI, 11) sont empruntees aux Publications du Coast and 
Geodetic Survey am^ricain ; elles out ^te dress^es par M. Rollin 
A. Harris, de maniere k repr^senter le mieux possible les r^sultats 
des observations actuelles. 

Ces cartes se rapportent a la mar^e semi-diurne : les heures 
cotidales sont marquees par des chiffres romains, et la place qu’ils 
occupent par rapport ^ la ligne cotidale indique le sens dans 
lequel Fonde parait progresser. 


199* R4sultats des observations eoncernant Fonde, M^. — 
¥oyons d’abord qomment se qomporte Fonde Msj,! ^qui est ^ 
iniportaErte:.' i, h ; ’ ^ ^ , 1 ^ ^ M I 

Partonis: . eap KcKrnf 'suivpn^ 

d?Ai^4^iqtie 




330 TROISIEME PARTIE. — GllAPriRE XHI. 

Au cap Horn, Theure cotidale est de 8^ Entre le cap Horn et 
La Plata, nous trouvons une maree assez forte dont I’heure coti- 
dale varie tres rapidement en progressant vers le Nord et passant 
trois fois par la valeur i 2^. 

Les lignes cotidales voisines de la c6te semblent rajonner d’a- 
bord autonr des Malouines, puis ensuite autour de deux points 
sitiies en pleine mer. De semblables points jouent un grand rdle 
dans Fessai de synthese qu’a tente M. Harris, et ont ^e designds 
par lui sous le nom de points amphidromtques ou points de 
maree nulle; nous en verrons bientot Fexplication. 

A Fentree de Festuaire du Rio de La Plata, Fheure cotidale 
est 12 et la maree est tres faible. 

Les beures i, 2, 3, 4, 5 se siiccMent tr^s r^gulierement jusqu’a 
Rio de Janeiro, la mar^e restant faible. 

Nous trouvons ensuite Fheure 6, qui r^gne tout le long de la 
cote jusqu’a Pernambuco ; et, de Fautre c6te du cap Saint-Roque, 
on ne trouve plus que I’heure 8 jusqu’aux Antilles. 

Dans la mer des Antilles et le golfe du Mexique, les marges 
sont tr^s faibles. 

La ligne cotidale d’heure 7 longe la c6te du large des Petites 
Antilles, de la Martinique a la Guadeloupe ; Fheure cotidale 
augmente ensuite rapidement jusqu’a Porto-Rico, od elle atteint 
la valeur 1 2, et la m^xne heure se retrouve au large des lies Lucayes 
el tout le long de la c6te des Etats-CJnis. 

La ligne cotidale d’heure 12 quitte la c6te de la Nouvelle-Ecosse 
pouraller rejoindre Terre-Neuve, puis nous trouvons Fheure 10 
au large de Terre-^Neuve et le long du Labrador jusqu’au d^troit 
d’Hudson. 

Surle m^me6o®parallele, nous avons Fheure 8 au cap Farewell, et, 
dans led^troitde Davis etlabaiede Baffin, nous trouvons des marges 
Ires faibles dont Fheure cotidale varie progressivement de 10^ k 3 *^. 

Revenons maintenant dans le Sud, et suivons la c6te est de 
F Allan tique. 

Au Bonp^iEspdrance, Jes marees sont faibles, et Fheure 

cotidale esl ji. E|l 4 a^^fente ensuite r^guli^rement jusqu’au cap 
des Palmes y de 1 Les lignes cotidales devienncnt aiors plus 
serrdes et les |i|us i^ fpp^tess^n des beures se fait 

de 5 a 9 entre te cap Pakbles* e% le cap Verd. 
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Nous trouvons eusuite les heures cotidales lo, n, 12, i aux 
Canaries et a a Gibraltar, avec une diminution d’amplitude. 

Tout le long des c6tes de Portugal, d’Espagne et de France, 
I’heure cotidale va de 2^ a 3 ^ 3 o®^, pour atteindre la valeur 4 a 
Brest, ou la maree est rede venue plus forte. 

Dans la Manche, nous avons une maree tres forte, d’un caractere 
nettement progressif, Pheure cotidale variant de 4 a 11, depuis 
Brest jusqu’au Pas-de-Galais. 

Dans la mer du Nord, la mar^e diminue, mais Theure augmente 
rapideinent le long des c6tes de Belgique et de Hollande ; nous trou- 
vons riieure 1 2 a Ostende, Tbeure 2 par le travers de Rotterdam, 
Pheure 5 au Helder, 6 et 7 a Pile Texel ; puis le cheminement 
continue jusqu’a Pembouchure dePElbe ou nous avons Pheure 12. 

L’heure varie peu le long de la c6te ouestdu Danemark, et nous 
trouvons la ligne cotidale 3 a Pentree du Skagerrak. 

Dans la Baltique, les marges sonttres faibles. 

A partir du cap Lizard, une onde progressive s’engage dans le 
canal de Saint-Georges, puis nous trouvons dans la mer dTrlande 
une onde stationnaire avec mar^e tres forte. 

Une autre onde progressive suit la c6te ouest dTrlande, passe 
entre les Ferde et les Shetland et redescend le long de la c6te 
ouest de la mer du Nord pour se faire sentir egalement dans le 
Pas-de-Calais. 

II en rdsulte dans toute la region entourantles lies Britanniques 
des phenomdnes assez complexes que nous dtudierons plus en 
detail. 

Dans le centre de PAtlantique, aux Agores et aux Canaries, on 
retrouve les m^mes heures cotidales que sur les regions voisines 
du continent africam, 

200 . Dans le Pacifique, nous trouvons une variation rapide et 
rdguliere vers le Sud, depuis Panama oii Pheure cotidale est 8, 5 
jusqu’au cap Horn ou elle est 8*®, en passant par la valeur 12, au 
sud de Lima. 

®ans toute la region Oentrale, entre Quito et San-Salvador, 
Pheure cotidale est la m$m^ qu"ii Panama* 
j Nous trpurs^<j|n^ ^nsuite des lignes trds serrdes pr^s du cap 
GojirrienteS;, de § k i, puis une progression rdgali^re 

, P. ry 
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tout le long de la cote d’Amerique et des iles Aleoutiennes. Cette 
progression continue par les ties Kuriles et la c6te est du Japon, 
ou les marges sont plus fortes que sur la c6te ouest. 

Au Tonkin, Tonde Mo interfere etla maree semi-diurne est nulle. 

Dans Fint^rieur du Pacifique, contrairement a ce qu’on aurait 
pu supposer, on ne constate auciine r^gularite. 

Sur la cote orientale d’Australie, I’heure cotidale est presque par- 
tout lo. A la Nouvelle-Zelande, Theure cotidale, qiii est 6 au cap 
Nord, decroit jusqu’a i a rextr^mit (5 sud. A Honolulu, nous 
trouvons 2^. 

Dans I’archipel des Tuamotu, se manifestent de nombreuses 
irregular! tes. 

201 , Dans Focean Indien, Fheure cotidale varie tres pen sur 
toute la c6te orientale d’Afrique : elle est i au cap de Bonne-Espe- 
rance, comprise entre o et i a Madagascar, 3 a Guardafui. 

A File Maurice, nous avons Fheure 8 et la mar^e est assez faible. 

Sur la c6te sud d’Australie, Fheure cotidale est 3 ; elle varie de 
0^3 sur la c6te ouest, et les marees sont assez fortes. 

Aux lies de la Sonde, les marees sont extr^mement compliqu^es. 
On possede sur cette region un grand nombre de documents hol- 
landais. II semble que la vague-mar^e vienne de F ocean Indien et 
se divise a Sumatra. Dans le d^troit de Malacca, les lignes coti- 
dales sont tr^s serr^es. 

L’amplitude est tr^s variable, plus faible en g^n^ral sur la c6te 
Sud, On constate enfin de nombreuses interferences. 

Dans presque toute la mer d’Oman, Fheure cotidale est constante 
et comprise entre 4 et 5 ; a partir des Laquedives, il y a progres- 
sion de 5 a 8 au cap Comorin. 

L’heure varie de 9 a 2 sur la c6te est de Ceylan. 

202 , II est assez malaise de reduire tous ces resullats en lois. 

D’une maniere generale, il pent se presenter deux cas distincts : 

Sur certaines plages, on trouve des lignes cotidales qui 
varient rapidement et regulierement : c6tes d’Europe, mers po- 
laires, cap Horn, o6te de FAlaska, etc, 

Dans toutjes ces regions, semanifeste.une onde progressive bien 
npUe : 
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2® D’autres fois, au contraire, la m^me beure cotidale regne 
sur une longue ^tendue ; c’est ce que Ton constate, par exemple, 
dans toute la region du cap de Bonne-Esperance et la c6te est 
d’Afrique, sur la c6te du Sahara, sur la c6te du Brasil, sur la c6te 
est des Etats-Unis, etc. 

Ceci peut s’expHquer, soit par la presence d’une onde sta- 
tionnaire, soit par la propagation d’une onde normalement a 
la c6te. 

Le cas de la propagation r^guliere se produit generalement 
dans les mers etroites et peu profondes, comme la Mancbe ou la 
distance des lignes cotidales correspond assez exactement a une 
vitesse de propagation egale k sj gh. 

Mais cette loi souffre de nombreuses exceptions, etl’on rencontre 
d’autres regions oules lignes cotidales sont beaucoup plus serr^es 
que conform ^ment a la formule ^ = sj gh, 

203 . R6sultats des observations concemant Tonde S2. — Par 
son interference avec Mg, I’onde Sj donne lieu aux alternances de 
vive-eau et de morte-eau. II nous faut done considdrer, d’une part, 
la difference des phases, que nous representerons par SJ — 

d’autre part, le rapport ^ des intensites. 

Si S2 etait nul, toutes les marees semi-diurnes seraienl dgales et 
il n’j aurait ni vive-eau, ni morte-eau. 

Plus S2 est grand, plus s’accentue la difference entre les marees 
de syzygies et les marees de quadratures. 

En general, on a S2 < M2. Mais il peut se rencontrer certains 
cas ou I’on ait S2 > M2 ; alors, il existe encore une difference 
entre les marees successives, mais e’est I’onde solaire semi-diurne 
qui commande Failure du phenomene, et Fheure de la pleine mer 
oscille autour de Fheure de la marde solaire seule. 

Quel est sur la marde rdsultante Feffet de la difference de 
phase S® — M® ? 

Si cette difference dtait nulle, la vive-eau aurait lieu le jour 
mdme de la syzygie, et la morte-eau le jour de la quadrature. 1 ^ j ^ 

Si S^ — MJ > 9? la marde de vive-eau sera enretardismi la fyfjt 
gi^ \ elle serait,; a^ cof tr^i^e,; en avance^si^ I’on avail |SJ j-p 
Si nous snpposc^ils,§|T^ 1^2;= 180% Ja, mar^e eii dl 4 ^daid^e ^ 
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d’tiiie demi-periode . il y aura vive-eau aux quadratures et morte- 
eau aux sjzjgies, 

Sauf quelques exceptions, est constamment compris 

entre o*' et 90 *' ; on constatera done presque to uj ours un retard, 
de I a 3 jours environ, de la maree de vive-eau sur la pleine lune. 
Ce retard tient uniquement a la difference de situation des ondes, 
mais on se le reprdsentait autrefois comme indiquant le temps mis 
par la mar^e pour venir du centre du Pacifique, ou elle se serait 
form^e sous Paction des astres. D’apr^s cette conception, a 1 
poque des syzygies, e’est-a-dire du maximum d action, deux 
ondes concordantes prenaient naissance dans le berceau commun 
des marees else transportaient ensuite en bloc jusqu au lieu consi- 
der^ : le quotient de la difference de phase SI MJ constat^e 
alors, par la diff^'ence i^oi 6 des vitesses angulaires des ondes, 
sera Pexpression de Vdge de La maree. 

A Brest, par exemple, les marees de vive-eau se manifestent 
36 heures environ apres les syzygies ; on disait alors que la maree 
meltait 36 heures pour venir du Pacifique. 

L’analyse harmonique fournit pour ce port 

S5=i 39% Mi = 99^ 

d’ou, pour P^ge de la mar^e semi-diurne, la valeur Sy heures. 

La difference, d’ailleurs tres faible, avec le chiffre adopts par 
Laplace, tient a ce que les ondes Mo et S 2 ne sont pas les seules 
composantes de la maree semi-diurne. 

Get &ge de la mar^e semi-diurne n’est pas autre chose que la con- 
stante (3, dela formule de Laplace prise en signe contraire (§ 194). 

Si cette conception d’une marde unique prenant naissance dans 
le Pacifique dtait exacte, il suffirait de tracer les lignes correspon- 
dant aux valeurs constanles de S® — M® pour entourer le centre 
de rayonnement ; de plus, les valeurs de SI — Slg devraient s'ac- 
croitre au fur et a mesure qil’on sMloigne du centre. 

Or, il est loin d’en ^Ire ainsi. 

Dans PAtlairili^ue, nous trouvons : au Labrador, 60 *^; a Terre- 
Neuve, 46” I t^oirs^dlie-Ecosse, et 35® ; aux Etats-Unis, de 

Danis le golfe^dteMeia^e, ’(J6 nombi^i^^es irr^gularit^s se mani- 
festeht : ales by®,* dtj^nae — iS''. 
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Remarquons que des valeurs negatives ne seraient pas impos- 
sibles a expliquer, m 4 me dans les anciennes id^es. 

On pourrait avoir une progression continue, partant de o®, 
depassant i8o®, atteignant 270“ que Ton noterait — 90^, et ainsi 
de suite. Mais ce n’est pas ce qui se passe dans le golfe du Mexique, 
ou nous trouvons Loutes les valeurs comprises entre -f- et 

— I S'", et aucune voisine de 180°. 

Sur les c6tes memes du Mexique, nous avons des variations 
de 10® (Tampico) a — 80® (Vera-Gruz). 

A Colon, nous trouvons 35 ®. 

En longeant la c6te du Brasil, nous rencontrons des valeurs de 
28® et de 80®. 

Au cap Horn, ou nous devrions trouver un retard tres faible, 
puisque ce point est situe a proximity du centre hypothetique de 
rayonnement de la mar^e, la valeur de S® — M° est de 43 ^^, c’est- 
a-dire superieure a ce qu’elle est aux Etats-Unis. 

Sur la c6te est de I’Atlantique, nous avons 44 “ de Bonne- 

Esp^rance, 4 <>“ ^ Dakar, 24*’ a Lisbonne, 3 o° dans le golfe de 
Gascogne, 4 o° a Fentree de la Manche, 65 ® dans la mer du Nord, 
a Heligoland ; puis — 28® a Copenhague. 

Dans le Pacifique, nous trouvons 21® au Chili, 67® a Panama; 
sur la c6te ouest des Etats-Unis, des valeurs variant de — 1 1® a 
H- 3 o® ; 3 o® a la presqu’ile d’ Alaska; — 19® au d^troit de Behring; 
3 o® au Japon; en Chine, de 26® (Hong-K.ong) k 79® ; 4o® en Indo- 
Chine; sur la c6te est d’Australie, 21®; k Melbourne, 96®; k la 
Nouvelle-Z^lande, 60®; o® k Honolulu. 

Cette derniere valeur, relative a un point situ^ au centre m^me 
du Pacifique, serait un argument en faveur des anciennes id^es; 
mais les autres dilF^rences ne sauraient s’expliquer. 

De m^me, en plein oc^an Indien, nous trouvons k Maurice et k 
la Reunion les valeurs tres faibles, - 1 - 3 ® et — 2® ; mais 44 ^ ^ 
Diego-Suarez, 19*^ a Djibouti, 34 ® a Bombay, 45 ® a Colombo, 
4 ^'* k Calcutta, 6® sur la c6te ouest d’Australie. Dans les iles de 
la Sonde enfin, on observe les variations les pips fantaisistes : 

— 1 'i 4 ®y — ^ 1 28®, 100®', — }— 1 33 ®, — 1^ 3 o®, — S8®i. ’^ * , * "* 

Rien de lout oela n’est conciliable avec les anciekines^dlfefc ^ ^ 
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traiisportait ensuite en bloc, le rapport devrait se conserver 

sensiblement constant. Nous lui trouverions partout une yaleur 
voisine de celle qu’avait adoptee Laplace, soit environ -j. 

Or, il suffit de jeter les yeux sur un Tableau des observations 
pour voir que cette Constance est loin de se manifester. 

Nous trouvons, en eflPet, les valeurs o ,35 a Terre-Neuve ; o, i6 
aux Etats-Unis ; o,4o, o, 58 , o,8o dans le golfe du Mexique ; puis 
o, 3 o a Vera-Cruz; o,ii a Colon; o ,35 a Pernambuco ; 0,21 a 
Montevideo ; 0,21 au cap Horn. 

Dans le Pacifique, 0 , 33 a Valparaiso ; 0 , 28 a Panama ; 0,69 au 
cap Corrientes (Mazatlan); 0,22 a San Francisco; o ,33 a la pres- 
qu’ile d’ Alaska. Au Japon, on trouve, en general, de o,4o a o, 5 o, 
mais parfois des valeurs bien superieures et m^me depassant 
Tunit^, comme 1,08 a Nemuro ; 1,22 a Nishidomari. Sur la c6te 
de Chine, on a o , 33 a Shanghai; 0,89 ^ Hong-Kong. 

En Indo-Chine, 1 a Haiphong (Doson), puis o, 4 o a Quin-Hone, 
au cap Saint-Jacques eta Singapour. 

Dans le sud de PAustralie, le rapport est voisin de I’unite ; il est 
de 0, 10 seulement en Nouvelle-Z^lande. 

Ses variations sont extreraement grandes dans les lies de la 
Sonde, oh Ton rencontre 0,18; i, 5 o, et m^me jusqu’a 6,00 k 
I’entr^e est du d^troit de la Sonde. 

Dans I’oc^an Indien, le rapport prend les valeurs 0 , 4 ' a 
Calcutta ; 0,67 h Colombo ; o, 4 o dans la mer d’Oman (Bombay) ; 
0,43 a, Aden et Djibouti; o, 5 o environ a Madagascar et a la 
Reunion; 0,76 h Pile Maurice ; o ,55 a Durban et 0,42 au cap de 
Bonne- Esp^rance . 

Si nous continuous maintenant en remontant dans PAtlantique, 
nous trouvons o ,36 a Dakar; 0,89 a Lisbonne ; 0,87 a Brest; 
0,33 au Havre; 0,82 a Liverpool; 0,46 ^ Copenhague. 

La diversity de tous ces chifFres suffirait a ^carter Pid6e d’une 
onde se transporlant en bloc. 

208 . Si Ton rapproche les valeurs de la difference de phase 
SJ — Ml de celles du rapport on constate que les regions oh 
la difference de phase pr^sente des anomalies sont ceUes oh la 
mar^e kinaire Sfemi-cMuTme M2^trfaibleJ 
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Cela s’explique aisement, car, si Fon compose deux ondes de 
faible intensity, il suffit de la moindre perturbation pour ddplacer 
beaucoup la phase de I’onde resultante. 

Ce phenomene est surtout manifeste dans les lies de la Sonde, 
qui constituent, au point de vue des marees, une region particulie- 
rement troubl^e, ou Fon rencontre de nombreux points d’interfe- 
rence pour Fonde semi-diurne. 

On voit a Sumatra la difference S® — MJ, qui est de 4 o°, passer 
tout d’un coup a — 24", revenir k 40*^ et passer brusquement a 
— 28®. A chacune de ces variations correspond un noeud de 
Fonde M^. 

Au nord de Java, les valeurs negatives dominent, la difference 
de phase se tient dans le voisinage de — loo*^, mais il y a ega- 
lement des variations enormes accompagnees par celles du rap- 

Voici, par exemple, le Tableau des valeurs que Fon trouve en 
trois stations tr^s rapprochees au nord de Java : 
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2,46 - 4 - 98 

o,o5 

283 

o,o3 

160 

0,71 — 123 


G’est qu’il y a un noeud pour M2, tandis que S2 reste sensi- 
blement constant. 

206 . B^sultats des observations concernant la mar^e diume. 
— Les elements relatifs k la maree diurne ne sont pas connus 
partout avec une grande precision, parce que cette maree est, en 
general, faible et, par suite, difficile k observer. 

Les resultats que nous allons donner concernent Fensemble 

Ri + 0. 

Sur nos cdtes, la demi-amplitude de cette marde est o“, i 3 k 
Treat; o^',i8 au Havre; o"“,22 k Liverpool. 

En Amerique, on a des marees diurnes de o *®,24 Bd^lon 
o%f 5 k Sandy-Hooi^, Au Mexique, on trouve 0°^, 18 et o^, 3 © 
o^iagi Wu'C^P'Horti-. ’ ' ‘ '' j I 

SfUr ia'cto^|Me?t^dfAitieriqtie, |a^ luliree (KurnC' hst k 
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Valparaiso; 17 a Tisthine de Panama; cn Galifornie; 

o"",6o a San Francisco ; i’”,20 a Vancouver; o*“,67 a T Alaska. 

Sur la c6te asiatique du Pacifique, on observe des demi-ampli- 
tudes de o“, 36 ; 0^,39; o”', 07 ; o”",6o au Japon; o ®™,34 a Shang- 
Hai ; o”^5 66 a Hong-Kong. 

Au Tonkin, nous trouvons une valeur plus forte, 1^537 a 
Hai-Phong; cette region est un noeud pour la mar^e semi-diurne. 
Sur la cote d’Annam, la maree diurne est plus faible; au cap 
Saint-Jacques, sa valeur i"^, 12 est comparable a celle de la mar^e 
semi-diurne. 

Dans les lies de la Sonde, la mar^e diurne estrelativement forte 
et varie de 0°", 10 a i™,o 5 ; elle est, en moycnne, de o™, 3 o seu- 
lement en Australie. 

Dans Pocdan Indien, nous trouvons o"', 20 a Calcutta ; o™, 10 a 
Colombo; une forte maree diurne de 00 dans le golfe d’Oman; 
o“,6o a Djibouti; o“, 20 a Diego-Suarez ; o®, 10 a Pile Maurice et 
o“‘,07 seulement au cap de Bonne-Esperance. 

La mar^e diurne est faible ^galement sur la c6te ouest d’ Afrique 
(0™, 10 a Dakar). 

207 . Si nous considdrons maintenant I’heure cotidale de la 
marde diurne, calculde comme il a etd indiqud au paragraphe 198 , 
nous trouvons i^ 25 "^ a Brest, et dans le golfe de Gascogne. 
Dans la Manche, Pbeure cotidale progresse de 4 a 11. 

A Terre-Neuve, on se trouve dans le voisinage d’un noeud : 
I’heure cotidale est 9 sur la cdte est et 22 sur la c6te ouest; la 
diffdrence est sensiblement d’une demi-pdriode. 

Aux £tats-Unis, nous trouvons I’heure i 3 , et Fheure 2 au 
Mexique. 

Dans le Pacifique, nous avons, en moyenne, I’heure i 5 sur 
la cdte des Etats-Unis ; I’heure 20 au Tonkin, 12 en Cochin- 
chine. 

Dans I’ocdan Indien, on trouve I’heure 12 sur la cdte ouest 
d’ Australie, ainsi qu’au sud de Java et Sumatra, 24 k Djibouti et 
Madagascar. ^ i 

La diffdrence de situation des deux nudes et O correspond 
k r^ge de la marde di]urne, qui est reprdsentde par — P' dans la 
formule ;de 4^ difference 4 e yitesse ^es onde^s, dtaiit 2/1, 
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on aura 




K?— Qo 
2n 


On trouve pour cet ^l^ment les valeurs les plus diverses, car 
KJ — O® varie tr^s irr^gulierement de — 180® a -f- 180°. 

A Brest, ou Ton a 

K? = 68 S Oo= 323 ^ 


I’age de la mar^e semi-diurne sera 


io5 

1,098 


soil environ 4 jours. 


208 . Verification de Bhypothese de Laplace. — Nous avons 
vu (§ 194 ) que, pour etablir sa formule de prediction des marees, 
Laplace supposait que, dans chaque categoric d’ondes, les coef- 
ficients d’amplitude et de phase etaient des fonctions lindaires de 
la vitesse angulaire de Ponde correspondante. 

Cette hypothese fondamentale se verifie-t-elle? II suffit, iheo- 
riquement, pour s’en rendre compte, de comparer, en differentes 
stations, les elements relatifs aux trois ondes les plus importantes 
du groupe semi-diurne, les ondes M2, So et N. 

Si Phypothese de Laplace est exacte, on devra avoir 

= const 

en designant respectivement par kn les coefficients astro- 

nomiques relatifs ^ ces diverses ondes. 

Mais, le coefficient ks etant inferieur a 0,1, il faudrait, pour 
obtenir une verification parfaite, que les valeurs de N nous 
fussent connues avec une precision que les observations ne 
peuvent donner. 

C’est ainsi qu’^ Saint-Nazaire, pareiemple, une simple augmen- 
tation de dans la valeur de N suffit k diminuer le premier 

rapport dans la proportion de 10 4 i . Dans ces conditions, une ve- 
rification absolue est necessairement illusoire. 

Toutefois, on pent se rendre compte que, dans les limites des 
errenrs d’o|)^ervations possibles, la valeur moyenne du preicni^r 
rappprt, daps regions oili ne se manifeste aueune anomalie, 
pm aos cdtei!^, sepsdWia^ 
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Or, cette condition est tres suffisamment remplie sur nos c6tes, 
puisqu’on a ponr le rapport des differences de phases, les valeurs 
1 , 70 a Port-Boyard ; 2, lo a Brest; 2, 82 a Cherbourg et 1,96 
au Havre. 

Mais, dans les autres regions, la concordance n’existe plus. 

On s’explique ainsi comment la formule de Laplace, qui donne 
d’excellents resuUats sur nos cdtes, pourrait conduire ailleurs a 
des r^sultats fort errones. 
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CHAPITRE XIY. 

RESULTATS EXP^:RIMENTAUX. 


209. On voit coinbien les resultats des observations sont 
complexes. Ce n’est qii’a grand’peine qu’on pent en d^ager 
quelques lois d’application g^ndrale. 

La th^orie complete des marges conduisant a des calculs 
presque inextricables, il faut se laisser guider dans la recherche 
de ces lois par les resultats plus simples que nous avons pu 
obtenir dans des conditions tres particulieres, en assimilant, par 
example, les bassins oc^aniques a des bassins ou des canaux de 
forme r^guliere. 

L’approximation sera n(5cessairement tres grossiere, car dans 
la plupart des cas on neglige la sph^ricit^ el la force centrifuge 
compos^e. 

A.U Coast and Geodetic Survey, on a pens^ obtenir egalement 
des indications utiles en organisant des experiences sur les oscil- 
lations des liquides renfermds dans des bassins artificials. 

Des bassins de formes di verses ont ^t^ install^s, etPon a mesurd 
les ptSriodes d’oscillations propres des liquides qu’ils contenaient. 

On ne se trouve pas absolument dans les conditions de la na- 
ture, puisque les surfaces d’^quilibre sont planes et que la force 
centrifuge compos^e n’intervientpas, en raison de la faible 6tendue 
du bassin. En outre, les experiences ne peuvent porter que sur les 
oscillations propres ; mais nous connaissons leur importance dans 
les cas de resonance. 

Le frottement doit y jouer aussi un plus grand rdle que dans 
la nature. ' 

Quoi qu’il en soit, ces experiences ont confirme In tl^dorid 
ce qui' conoerne le^ va^ses de profondenr eon^tanlte (et^dd^ 

' circnlairei 'De ’ J ^ ek 

nWu^eautx.' 




348 TROISIEME PARTIE. — CHAPITRE XIV. 

210. Lemmes de M. Harris. — C’est en se basant a la fois sur 
les r^sultats de ces experiences, sur ceux des observations di- 
rectes et sur la theorie dans les conditions les plus simples, que 
M. Harris a enonce un certain nombre de lemmes, souvent assez 
peu precis, et qa’on doit considerer bien plut6t comme des indi- 
cations de tendances que comme de veritables theoremes. 

Nous allons passer en revue les principaux de ces lemmes : 

1 ° II existe pour un bossin qiielconque une ou plusieurs 
periodes oscillations propres, 

oP Une oscillation propre pent nattre, meme dans une aire 
peu etendue, a condition toutefois qu^elle soil nettement deli- 
mitee. 

Ces deux lemmes sent justifies par I’observation dii pb^uomene 
des seiches. 

3® Voici maintenant un r^sultat dd a I’experience. 

Supposons un bassin rectangulaire : son oscillation aura une 
p^riode telle que, si Ton considere une onde progressant paralle- 
lement a un des c6tes, la vitesse de propagation de cette onde 
sera s/gh. Connaissant la p^riode, on calculerait la longueur 
d’onde A. Cette onde progressive se r^fl^chira, donnera naissance 
a une onde se propageant en sens contraire, laquelle se r^fldchira 
a son tour, etc. 

Fig. 43 



Si la longueur du bassin est t^gale a une demi-longueur d’onde, 
il y aura concordance entre les ondes paralldles de mdme sens, 
Le r^sultat final sera une onde stationnaire qui constituera I’pscil- 
lation propre du systeme. . 

Ceoi etait bien copnu. Mais Fexj^rienc^ i^ontre que, siFon sup- 
prime les 4oux paroi^ Is^U^rales {fig* 4^ J aura encore unc 
oscillation propre de m^e p^ripde, Imparfie 
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dehors, mais a condition que les murs terminaux aient une lon- 
gueur au moins ^gale a ^ • 

Si done nous avons deux cdtes paralleles separ^es par une 
demi-longueur d’onde, el suffisamment longues, on poiirra obser- 
ver une onde stationnaire dans le d^troit. 

4° Sly en plus des murailles lerminales paralleleSy subsiste 
une muraille laterale, il sufjira, pour qidune onde stationnaire 
puisse prendre naissance, que la largeuv du bassin soil egale 
d un huitieme de la longueur d^onde, 

Ce lemme r^sulte naturellement du precedent, car si Ton trace 

la ligne m^diane du bassin dont la largeur est tout etant syme- 

trique par rapport a cette ligne, aucune composante du mou- 
vement ne la traversera et Ton pourra, par suite, la remplacer par 
une muraille. 

5° L’exp^rience montre que la principale periode d^oscilla- 
lion propre d^une aire trapezoidale [fig* 44) l^ m4me que 
celle du rectangle equwalent ayant mime hautew . 


44 



U amplitude est plus grande du c6te de la plus longue base, 

211. Influence des in^galit^s d’un canal sur la p6riode d’oscil- 
lation propre. — Les lemmes (6) et (^) de M. Harris ont pour 
objet I’efFet produit sur la periode d’oscillation propre d’un canal 
par les in^galit^s diverses, contractions, seuils, etc., que ce canal 
pent presenter. 

Les experiences ont ^t^ faites avec des vases de laSngeut et de 
jlrofondemt^tariaMes. ^ ^ - i m'''', 

Falison^ 's^^^‘ier la largeur. Si 14 vase (figi 

Atroit d ses^ la 
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Le contraire a lieu si la largeur du vase est diminuee en son 
milieu. 


b’lg 45. 



Faisons maintenant varier la profondeur, soit aux exlremit^s, 
soil au centre. La comparaison de la periode d’oscillation pourra 
se faire soit avec celle du vase de profondeur constante ^gale 
a la profondeur maximum, soit avec celle du vase de profondeur 
constante egale a la profondeur moyenne {fig- 46). 


F.g. 46. 



Si jc’est le vase de profondeur maximum qui seit de point de 
comparaison, la frequence sera dimmuie, c’est-a-dire que la 
periode augmentera, si la profondeur dicroit aux extremites ou 
bien si nous aoons un seul milieu. 

Au contraire, si nous rapportons les p^riodes au vase de profon- 
deur moyenne, la periode deoient plus courte dans le cas d^un 
canal moins profond d ses extremists, et plus longue dans le 
cas d^un canal pte^eatant un seuil au priilieu {fig- 47)* 

^ II est ais^ d’exp^^quqr r^soltats analytiquement. 

la;longuemfi<|q$^pt^e suiyai^|!|’^e jdunanaU ^ sa section 
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et I sa largeur, de telle sorte qu’on aurait (7 = Ih dans le cas d’un 
canal rectangulaire. 

Fig. 47. 



En designant toujours par o la fonction qui mesure la hauteur 
de Toscillation et par sa derivee par rapport a 5, nous avons 
pour equation des oscillations propres (§ 127 ) 


(I) 


d , 


X ^tant la constante purement imaginaire qui ddfinit la p^riode. 

Supposons que Sy repr^sente une fonction quelconque de s, et 
soil 8 '/ sa derivee. Multiplions les deux membres de T^quation (i) 
par ct intdgrons tout le long du canal; nous aurons 




ou, en integrant par parties, 


[S^crcp'] — J* crip' Scp^ ^ l^^f^ds. 


Le premier ter me disparait en vertu des conditions aux limites. 
En effet, si la paroi est verticale, nous avons cp'= o, et, si la paroi 
est inclin^e, d* s^annule. 

II reste d 6 nc, en multipliant par 


(^) 


g J* <79' 8^' ds J* /cp 8cp p= 0. 


S<p est, comme nous Favons dit^ une fonction quelconque de s, 3 ^i 
npi^s'prendns hous aurons . ^ 
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Cette derniere equation n’est pas autre chose que I’expression 
du prmcipe de la conservation deFi^nergie.En effet, Fenergiecine- 
tique du liquide est 

ei son ^nergie potentielle est dgale a 



1 r}:isi 

2 J 


Ids ^ 



^ds. 


Lorsqu’il s’agit d’un canal rectangulaire de profondeur con- 
stante, nous connaissons la valeur de la function cp; nous savons 
qu’on a 

. TZS 

cp = Sin , 

^ 2a 


les deux extremitds du canal correspondant aux valeurs s = dz a. 

Consid^rons maintenant un canal legerement different. Nous 
passerons du canal r^gulier a Fautre en donnant a o- et a Z des 
accroissements respectifs So- et S^; il en r^sultera pour cp etX^ des 
accroissements Stp, 8X^, et il s’agit d’^valuer SX^. 

Pourcela, diffdrentions F^quation (3); il viendra 


^ d<jf'^ds-h 2g J* Tcp' W ds H- If^^ds 

p-ds J ^ cp = o, 


c*est-a-dire, en vertu de ( 2 ), 


(4) 


5X2^ lcp^ds= — g j' haap'^ds — X^ J ^Icp’^ds, 


Cette relation nous montrera done si la frequence est accrue ou 
diminu^e. 

Faisons d’abord varier la largeur, la profondeur restant con- 
stante. On a alors 

’ . 8(x = U. 


Or, cp', ^tant prdportionnel k cos^^, s’annt^le aux deux exlr^mn^s : 

^'sera done petit i^ei^s le^ extr^mit^ et ^rand vers le centre, tandis 
que c^esi ie eontmrC ' 
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Si done nous supposons le canal plus etroit vers les extremit^s, 
la premiere int^grale du second membre de ( 4 ) sera tres petite, 
tandis que la seconde sera grande : e’est le second terme qui 
imposera son signe et, comme S/ est n^gatif ainsi que nous 
aurons 

3X2 <o. 

La p^riode d’oscillation, qui est eg ale ^ est done diininii^e, 
et la frequence est accrue. 

Si, ail contraire, ]a largeur du canal est diminuee vers le centre, 
I’influence de §/ se fera surtout sentir vers le centre ou est 
grand; e’est done le premier terme qui donnera son signe, et Ton 
aura 

3X2 >o. 


Par suite, la frequence sera diminude. 

De m^me, il y aurait accroissement de la frequence pour un 
^largissemenl an milieu du canal, et diminution pour un ^largisse- 
ment aux extr^mit^s. 

Supposons maintenant la largeur constante, la profondeur seule 
variant. Alors S/= o, et nous avons simplement 

3X2^ J* ds. 

Si nous comparons avec le vase de profondeur maximum, nous 
aurons constamment SA <<; o, par suite 

3X2 >■ o, 


done toujours diminution de frequence, qu’il y ait un seuil au 
milieu ou profondeur moindre aux extr^mit^s. Seulement, comme 9 ^ 
est grand vers le centre, FeflPet prod uit sera plus grand si la diminu- 
tion de profondeur a lieu vers le centre. 

Si nous prennns comme terme de comparaison le canal de mdme 
profondeur moyenne, nous aurons 



' :T;5v:r 



■ ^ ‘ W J ^ I 


3 t 
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Appelons la valeur de an point ou So" change de signe. 
Nous aurons, par la combinaison de ces deux equations, 



^ds= — g 



Supposons le vase plus profond au centre qu’aux extremites, 
Alors, on a aux extr^mit^s 


et au centre 


< 0 , 

3cr > o. 


Mais, d’un autre c6te, on a egalement aux extremites 


et au centre 


Les produits Sa‘(cp^- — yj) seront done positifs dans loutes les 
regions du canal, et Ton aura 

0X2 < 0, 


done augmentation de frequence, 

Au contraire, si le vase presenle un seuil au milieu, les prodnits 
seront negatifs, on aura 

SX 2 > 0, 

done diminution de frequence. 

On voit ainsi que Tanalyse confirm e parfaitement les expe- 
riences de M. Harris. 


212. Nous nous bornerons a signaler certains autres lemmes 
plus ou moins importants. 

Le lemm^ (8) est ainsi ^nonce ; Vaxe d'uneaire simple {fig- 48) 
pent ^tre inflechi dans la region d^un wntre^ a condition que 
le cdte exterieur du ventre soit bien support^, 

Voici comment il faut I’entendVe. On sail que, dans nn canal 
rectangulaire de longueur convenable, peut naitre une o,nde sta- 
tionnaire; il peut s’en former une 6galement dans un canal dont 
Laixe eSt incurvl. ^ 
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Nous avons vu aussi (§ 210) qu’on pent, sous cerlaiaes condi- 
tions, suppriiner les parois laterales du canal rectangulaire. 

Le pourrait-on egalement dans le cas du canal courbe*^ 


Fig 48 



En general, non; mais oui, cependant, si I’on avail du cot^ 
exl^rieur, et dans le voisinage du ventre, une portion de c6te 
assez longue, 

Le lemme (9) dtend les r^sultats ih^oriques concernant un has- 
sin rectangulaire de pi'ofondeur constante ^ une aire de petite 
dtendue dont les profondeurs ddcroissent r^guHerement \ers les 
extr^mit<^s : il se formera une onde stalionnaire, avec ligne nodale 
an milieu. 

Le lemme (lo) est relatif k Feffet produit par une variation 
subite de profondeur. Nous savons qu’il se produit alors une 
onde r^fl^chie et une onde r^fractde, et nous avons calculi les 
rapports des amplitudes de ces ondes k celle de Fonde incidente 
131 ). 

Le lemme (n) est d^duit de Fexp^rience. Consid^rons un^ 
oscillation propre se prodnisant entre deux murailles par^lMlte de 

'Idn^eur^' AB et | J ^ ' ' * ' ^ ! j * 
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dans la region opposee a la plus coiirte muraille AB, mais 
qu’elle s’^tend encore a quelque distance au dela. 


49 * 


C jA' 

I 

^'/y/////A 

B’ 

( D 

1 

1 

B 



213. Golfes de loi 3 .g^eur critique. — Consid^rons un golfe ayant 
pour longueur le quart de la longueur d’une onde de mSme p^- 
riode que la force perturbatrice et se propageant dans le golfe 
avec la vitesse \/gh, 

M. Harris, dans son lemme ( 12 ), annonce que Pheure de la 
mar^e sera la m^me dans tout le golfe, mais qu’elle differera 
de 3 heures de Pheure de la maree en pleine mer. Ce lemme est 
fond^ sur Pobservation du golfe du Maine. 

La loi ainsi enonc^e est beaucoup trop gdn^rale : il n’y a pas de 
raison pour que la difference de phase soil de 3 heures. La theorie 
de M. Harris suppose d’ailleurs une onde progressive ne se refle- 
chissant pas a Pextremitd du golfe; ceci ne pent evxdemment pas 
avoir lieu, il faudrait admettre un frottement beaucoup plus consi- 
derable. 

Nous avons vu (§ 132) qu’un potentiel perturbateur 

donnait lieu, dans un canal etroit quelconque, de profondeur et 
de largeur constantes, a une oscillation contrainte dont la hau- 
teur a pour expression 

C = ^ e>-«, 

en posant 

Si le c^nai est ^ dj^fcoucie par Fautre 

s^r, «me apiqi? I no^s 

2 p. 
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Irouverons dans un cas de resonance. B et B' seronL tres grands. 

Une onde stationnaire de grande amplitude prendra naissance 
dans le golfe, et, par suite, Fheure de la niaree sera bien la m^me 
dans tout le golfe. 

La valeur commune de B et B' etant tres grande par rapport a a, 
la maree sera relativement faible a remboucliure qui be compor- 
tera comme un noeud. 

II y aura un ventre a I’extremite fermee du golfe. 

La difl'erence de phase entre la mart^e ocdanique et celle du 
golfe depend de la difference entre rargument de B et celui de 
en d^signant par la maree oceanique a I’emboucliure du 

golfe. Elle depend done de la difference des arguments de a et 
de ^07 et, comme celle-ci peut etre quelconque, ellepeut ^tre eJle- 
meme quelconque. 

214. Les autres lemmes de M, Harris sont presque Lous egale- 
ment empruntes k Fobservation,* ils trouvent leur application dans 
certains cas particuliers que nous aurons I’occasion de signaler en 
comparant les observations avec la theorie. 
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CHAPITRE XV. 

ESSAIS DE SYNTHESE DES OBSERVATIONS, 
THEORIE DE WHEWELL. 


215. Nous avons expos6, au Cliapitre XIII, les resultals princi- 
paux des observations. Depuis longtemps, on a cliercbe a relier 
tons ces r^snllats par une synthese generale capable de fournir 
FexpHcation des diverses particularites. 

L’observalion donne, comme nous Favons vu (§ 198), I’lieure 
cotidale en un certain nombre de stations: on peut bien en inf^rer 
les variations de Fheure cotidale le long des cdtes, inais le tracd 
des lignes cotidales reliant toutes ces amorces Ltraversles bassins 
oc^aniques sera necessairenaent tres arbUraire et d^pendra de 
Fhypothese admise surle mode de formation et de propagation de 
la maree. 

Les diverses tentatives faites a cet egard peuvent se ramener a 
deux types difFerents : la th^orie de Whewell et la th^orie de 
Harris. Dans la premiere, qui est de beaucoup la plus ancienne, 
le r61e predominant est joud par les ondes progressives; dans la 
seconde, on accorde Fimportance principale aux ondes station- 
nalres. 

216. Theorie de Whewell. — Whewell est le premier qui ait 
cherche, d’apr^s les donn^es tres imparfailes qu’on poss^dait il y a 
plus d’un demi-siecle, h rendre compte de la distribution gen^rale 
des lignes cotidales. 

Whewell se represeniait les mardes comme prenant naissance 
dans la vaste region antarctique entierement reconvene d’eau 
comprise entre le cap Horn, le cap de Bonne-Esp^rance, FAus- 
tralie et lest^rres du p6le Sud. De ce berceau annulaire, les ma- 
rges se propageaienjt ensiiite vers leI^o:^d paries trois grands cahaux 
des oceans el 
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Nous savons, d’apres le theoreme de Laplace (§ 79), que, si la 
profondeur de la mer etait fonction de la latitude, il n’y aurait pas 
de decalage de la maree : les lieures cotidales seraient les heures 
de passage des astres au m^ridien, et les Hgnes cotidales seraient 
dirige^es suivant des m^ridiens. Whewell admet que tout se passe 
dans I’anneau antarctique comme si les conditions du theoreme 
de Laplace etaient realisdes : nousaurons done, dans cette region, 
des lignes cotidales ayant tres sensiblement la direction des men- 
diens. 

Mais, si nous considerons ensuite les trois grands canaux meri- 
diens par lesquels la maree se propage du Sud au Nord, il y aura 
retard de la maree sur le passage de I’astre et les lignes cotidales 
s’inflechiront jusqu’a devenir dirig^es sensiblement suivant les 
parallMes dans les bassins oceaniques. 

De m4me, dans les conditions du theoreme de Laplace, il y 
aurait, le jour de la syzygie, concordance entre la maree solaire et 
la mar^e lunaire, puisque les deux astres passent alors ensemble 
au m^ridien : dans Tanneau antarctique, d’apres la conception 
de Whewell, la vive-eau aurait done lieu le jour m^me de 
la syzygie. 

Vers le Nord, au contraire, il y aurait un retard progressif dans 
la difference de situations des deux ondes par rapport aux astres 
respectifs. C’est ainsi que, sur nos c6tes, la vive-eau n’aurait lieu 
que 36 heures apr^s la syzygie, ce chifFre de 36 representant pr^- 
cisement Ic quotient de la difference S2 — MJ par la difference 
2(/i — /^^) des vitesses angulaires des deux ondes. L’ige de la 
maree n’est alors pas autre chose que le temps mis par la maree 
pour se propager depuis son berceau d’origine jusqu’au lieu d’ob- 
servation. 

Une hypothese aussi simple s’ecarte trop des faits pour pouvoir 
etre integralement conservee, Whewell lui-meme, apr^s avoir 
dresse une carte des lignes cotidales, a ete oblige de compHquer 
son hypo these primitive, 

(Sonsiderons U distribution des heures cotidales le long du 
60® parallel© de latitude Sud. Prenons comme abscisses les ^kii^gi- 
tndes comptees I’ouest du meridien de Graenwidt, et |ioir- 
tcyms mi les ihebres cotidi4es.^hrineis||0|i^^ ] . i , ^ i * 

^:$i touts 
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I’hypothese de Whewell, nous ubtiendrions, comme courbe repre- 
sentative de la distribution des heures cotidales, deux droites 
inclinees a 45°, allant chacune de o a 12 heures dans Tintervalle 
de 180"^ {fis* ^^)* 


Fig. 5o. 

12 ^ IZ*' 




En realile, la courbe s’eleve beaucoup plus rapidement, jusqu’a 
8 heures, un peu a Test du cap Horn; elle tombe ensuite a 4 beures 
du c6te ouest pour remonter a 8 et 12 heui'es au milieu du Paci- 
fique. II y a done une perturbation tres grave au voisinage du cap 
Horn. De plus, meme en negligeant cette perturbation, on n’ob- 
tiendrait pas la representation theorique, car, I’heure 12 se ren- 
contrant trois fois en 36 o°, Whewell a dd admeltre trois branches 
de courbe correspondant a trois tours du cadran au lieu de 
deux. 

On est ainsi conduit a tracer des lignes cotidales n’offrant plus 
aucun rapport avec la th^orie, 

II convient n^anmoins de se deinander s’il n’ya pas une part de 
wdrjte rid^eif 0 ii;dame]atale 4 e.Wliev^eU,*ceHe des trois ondes 
prqgi^es^iyes 3ei dir%f Jej ^ord| 1 1 . ? > . 

Nous sdldns dopae sijcette conception ne 

souleve pas ^ . |>ar|^ . si ; elle rend 

ifihis r^ceateL 
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217. Difficultes theoriques soulevees par la tkeorie de Wlie- 
well. — La conception d’ondes progressives se dirigeant toutes 
da Slid au Nord se heurte a de grosses difficultes. 

II est evident d’abord que Fonde de Focean Indien devrait se 
refl(^clilr sur la c6te d’Asie, malgre Firregularit^ du contour, et 
donner lieu a une onde stationnaire. On ne saurait expliquer 
comment une onde progressive de cette importance pourrait 4tre 
entierement absorbde. 

De plus, les ondes progressives de FAtlantique et dn Pacifique 
auraient dii converger vers les mers arcliques Cette convergence 
est-elle admissible? 

Reportons-nous a la formiile ge^nerale etablie au para- 
graphe 137, 

['p S] ^ 

et appliquonS“la aux mers polaires arctiques. 

La deuxieme integrale represenie, comme nous le savons, 
F^nergie qui p^netre a travers la surface laterale, par suite de 
Feffet des ondes. Si les ondes convergeaient toutes vers le p6le, 
tous les 6lements de cette integrale seraienl positiL; il faudrait 
done que la premiere integrale, ^tendue a la surface libre des mers 
arctiques, eiit une valeur notable. Or, on a 

Wt = w + ni. 

ITp potentiel provenant de Fattraction du bourrelel liquide exl^- 
rieur k la region considdr^e, est ndgligeable; et il en est de m^me 
de W au voisinage du p61e, puisque W est proporlionnel k sm-9 
dans le cas des marees semi-diurnes, et k sin9cos6, dans le cas des 
marges diurnes. 

La theorie de Whewell ne serait done soutenable que si Fon 
attribuait au frottement un effet considerable capable de d^truire 
les marges pendant ,1a duree d’une p^riode, soil t2 heures pour 
les marges semi-diurnes; or, nous savons par les calculs d© 
M. Hough (§ 121) qu’it faudrait environ 20 ans pour r^dmre 
i’amplitude 4^3 oscillations a u^e friiction r de, sa valent i^itjale* 

. i ^ ^ ^ i ^ ‘ ‘ ' 1 ' ' ^ I H ^ n b ! H ^ ^ 

, ^ , pwpaf ia| tibiSoids© de ave© ; 

Wbewell m^ise c|aijL$ 
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porte done pas I’examen. Ne se montre~t~elle pas, du moins, dans 
line certaine mesure, conforme aux observations? 

En premier lieu, a I’^poque des syzygies, la maree solaire de- 
vrait ^tre d^accord avec la maree lunaire dans Poc^an Antarctique 
et dilferer partout ailleurs. On avait cru irouver dans Pallure 
gen^rale de la difference — M®, qui, sauf les cas exceptionnels 
d’interference, reste toujours positive et comprise entre et yo'*, 
une confirmation tres serieuse de Ja th^orie. 

Mais il faut remarqner qne celte difl'^rence devrait augmenler 
a raison de 2 (n — n^) degres, e’est-a-dire de i° environ par heure 
cotidale. 

Or, il suffit de se reporter aux chiffres que nous avons donnes 
prec^demment (§ 203) pour constater que cette proportionnalit 6 
est bien loin d’etre v^rifi^e. 

C’est ainsi que, dans I’Atlantique, on trouve 44° au cap de 
Bonne-Esperance, 24 ^ seuleinent a Lisbonne et47‘’ an Havre, alors 
que d’apres la valeur de Theure cotidale on ne devrait pas avoir 
plus de 2 ?/’. 

Nous avons vii ^galement quelles variations ^prouvait le rap- 

port lequel devrait rester sensiblement constant si I’on admet- 

tait un transport en bloc des deux ondes composantes de la maree 
semi-diurne. 

En ce qui concerne les heures cotidales elles-memes, nous 
avons deja signals la derogation tres importante du cap Horn, qui 
a oblige Wliewell a modifier son hypothese primitive. 

De plus, dans le golfe du Bengale et le golfe d’Oman, il n’y a 
pas le moindre accord avec les observations. 

Enfin, la thdorie est incomplete, parce qu’elle ne prevoit pas de 
cas d’interference. Or, ce phenomene est mis en evidence de fagon 
bien nette par les observations : exemple, le Tonkin. 

La theorie de Whewell ne rend done pas suffisamment compte 
des laits. 


A I idee prcilpliere de ^Wbew^ell, on a oppose encore une 
autre objection : Pourquoi les mardes nakraient-elles dans Tocean 
Antarctique, el noil pas -dans le qui est plus profond et 

pfte Vasfct 
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En sitiiant le berceau des marees au centre dii Pacifique, on 
pouvait expliquer Texistence d’une onde contournant le cap 
Horn. La valeur zero qu^on trouve aux iles Sandwich pour la dif- 
ference — M” semble d’abord donner un certain poids a cette 
opinion, mais elle ne pent s’accorder davantage avec Finegaiite 
generalement constatee entre les valeurs de S|J — et les heures 
cotidales correspondantes. 

II n’y a giiere que dans la Manche oh Ton voil S® — aug- 
menter de environ par heure cotidale : nous avons dans cette 
region une veritable onde progressive. 

Mais, ailleurs, Fexplication gen^rale ne saurait hire aussi simple. 
On a ete amene a considerer plusieurs centres d’dmanation : d’oii 
line theorie noiivelle, qui se relie a celle des ondes stationnaires. 
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CHAPITRE XVI. 

THEORIE DE HARRIS. 


220. Principes g^n^raux. Systtoes — La theorie de Harris 
accorde le role preponderant a ax ondesstationnaires. Elle estbasi^e 
sur le principe de la resonance. 

Nous savons qiie, si la p^riode des forces exterieures est tres 
voisine d’une des p^riodes d’osciJlation propre dela masse liquide 
sur laquelle elles agissent, cette oscillation propre se trouvera con- 
sid^rablement renforcee. Si done il se rencontre dans I’ocean des 
regions susceptibles d’osciller naturellement avec une pcriode voi- 
sine de celle d’une mar^e, cette mar^e deviendra dominante dans 
les regions consid^r^es, qui seront pour elle autant de centres 
d’dmanation. De plus, les ondes qui naitront seront a peu pres 
siationnaires. 

En effet, si la difference entre une des p^riodes d’oscillation 
propre et la periode d'oscillation contrainte est infinunent petite, 
la composante harmonique correspondante de roscillation con- 
trainte sera multipli^e par iin facteur infiniment grand (§ 10, 11) : 
elle subsistera done seule. Mais cette oscillation est proportion- 
nelle 4 Toscillation propre harmonique correspondante, et nous 
savons qu’e/i negligeant la force centrifuge composee, toutes 
les oscillations propres harmoniques sont stationnaires (§ 8, 49). 

En cas de resonance, on se rapprocherait done ind^finiment 
d’une onde stationnaire, s’il n’y avait pas deforce centrifuge com- 
pos^e. 

Guide par ces considerations, M. Harris s’est demande s’il 
n'exjlsterait pas dans Toc^an des aires susceptibles de prendre des 
osoillations prcpxpSi ajant a tr^s peu ,1a m^xne pewde qne 
Pune aror^es dn Inpaires^ dii^mes on semi-diurnes. 

A villi di:re^ 4^ lai^es in^leb£^ep|t pas,, an mqins en tan I 

cplWres ' 4 ^ 4 #^ 3 :le$ r^$ultats exP<Sri- 
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mentaux ^nonces par les lemmes (3) et (ii) du Chapitre XIV, il 
suffit de chercher sur la Carte deux lignes de c6tes suffisamment 
longues et paralleles, et dont la distance serait un multiple de la 
demi-longiieur d’onde, 

Une chaine dalles, un seuil sous-marin, peuvent egalement jouer 
le r61e de barriere limite. 

Si h est la profondeur moyenne du bassin de longueur L ainsi 
d^fini, ce bassin, oscillant comme s’il ^tait entiei'ement delimit^, 
prendra une oscillation propre stationnaire dont la longueur 
d’onde A sera egale a aL dans le cas de Toscillation la plus 
simple. 

Comme d’ailleurs 

A 

on pourra calculer la p^riode 

2L 

de Voscillalion propre et la comparer aux p^riodes des diverses 
marges. 

M. Harris a dresse une Table donnant, pour diff^rentes vall^urs 
de A, les valeurs de A correspondant aux diverses marges; on voit 
ainsi imm^diatenient sila longueur L des deux barrieres limites se 
pr^te a une resonance suffisamment approcli^e. En proc^daut 
ainsi, M. Harris a obtenu ce qu’il appelledes c’est-a-dire 

des regions partiellement fermdes ou seront engendrdes des mardes 
particulierement dominantes. 

De la, ces mardes pourront se propager, sous formes d^ondes 
progressives, dans les regions avoisinantes. 

221, Points amphidromiques. — D'apres cette maniere de com- 
prendre la formation des mardes, nous aurons dome c^irtadnes 
regions des ocdans dans lesquelles The are cotidale sera serisible- 
ment constante, regions slpar^e^ les unes« (tes? atite’es^ desib^es 
noiiales au tuisinage desqtt^Ues ifes li^me^ ^seron^ ap 

contraire, f fcipf I {|demii^. 

pence ^ssentielle 

^ 
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Mais cette difference n’est pas la seiile. Si 1 on compare, en 
effet, Fancienne carte de lignes cotidales dressee par Whewell et 
celle de M. Harris, on est frapp^ de ce que les lignes de Whewell 
sont disposees d^me fagon ires regulierCj sans jamais se couper, 
tandisque, surla Carte de Harris, on constate la presence de points 
d'oii les lignes cotidales rayonnent comme des rayons vectenrs 
aboil tissant a iin pole. Si, par exemple, nous avons la ligne coti- 
dale d’heure 12 (les heures etant complies en temps lunaire moyen 
de Greenwich) aboulissant a un tel point, elle sera prolongee de 
Fautre cote par la ligne de 6 heures. (PL 1.) 

Ges points sont dits amphidromiques ; ils sont caracterises par 
ce fait que la maree y est nulle et que I'heure cotidale y est inde- 
terinin<5e. 

Comment de pareils points peuvent-ils prendre naissance? On 
pent se rendre compte de leur existence par deux x'aisons. 

Supposons d^abord un bassin oceanique sensiblement en reso- 
nance avec une periode de la maree. La maree dpousera alors la 
forme de Foscillation propre correspondante, et, comme les oscil- 
Jations propres, lorsqu’on ne tient pas compte de la foi'ce centri- 
fuge composde, ne donnent pas, en general, de lignes cotidales 
proprement dites, nous aurons dans le bassin considere deux 
regions cotidales s^parees par une ligne nodaie 5o bu) : dans 


Fig 00 bis 



Fune des plages, par exemple, la mar^e haute aura lieu k 12 ^ et 
dans Lautre^ 6K 

Mais ii pent.arriyer que ne bassin soit susceptible de deux 

. oscillations r^pre Bentons egaUi^ent In seconde oscilla- 

lioh, doit c]od|)i^ia, pi^le premiere et dontdes 

heui’ea , t 
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propre, qa’elle soil, par exemple, comprise entre les deux. II arri~ 
vera alors que les deux oscillations seront renforcees a la fois et se 
superposeront {fig. 5i). 

Fig. 5i. 



Au point d’intersection des lignes nodales, il n’y aura aucune 
mar4e. Sur la ligne nodale de la premiere oscillation, c’est la 
seconde oscillation qui agira et Imposera les heures 9 et 3. Sur la 
ligne nodale de la seconde oscillation, au contraire, c’est la pre- 
miere oscillation qui imposera ses heures 6 et 12 . 

Dans I’lntervalle, il y aura des lignes cotidales intermediaires 
rayonnantes. 

Une autre raison peut encore donner naissance a des points 
amphidromiques, c’est I’influence de la force centrifuge com- 
posee. 

Lorsqu’on la neglige, il n’y a pas de lignes cotidales propre- 
ment dites dans les oscillations propres, mais des plages separdes 
par des lignes nodales. Lorsqu’on en tient compte, au contraire, 
on ne trouve pas de lignes nodales, mais des lignes cotidales qui 
se coupent en certains points de mar^e nulle autour desquels 
elles se succedent (§ 63)« 

Dans quel ordre cette succession s’operera-t-elle {fig^ 52)? Si 
nous sommes dans I’h^mispbere Nord, une onde de direction quel- 
conque semblera s’infl^chir vers la gauche, et, par suite, les lignes 
cotidales se succ^deront dans le sen$ contraire pelui dea aiguilles 
4 ’une montre. t j * j ■ . t • ^ ? 

Ce sens sera celui dps aiguilles d’nne#j|Qon|trp;(Ja|^ 

Sad. I , ’ ’ i . — ’ K I H ^ \ ^ u r; f 

Regardons la Carte de Harris. Nops^ 

Jii 
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II en existe un aatre, plus an Nord, entre lesFeroe et les lies 
Shetland, egalement conforme a la iheorie. 

jNous n’en trouvons pas dans TAtlantique Sud. 


Fig. 52. 





Dans le Pacifique, il en existe trois. Le premier est situ^ dans 
I’h^misphere Nord, sur le 3o® parallele, au Nord-Est des iles 
Hawai : la rotation a bien lieu dans le sens oppose k celui des 
aiguilles d’une montre. 

Le deuxi^me est situ^ au sud de I’equateur, a I’extr^mit^ ouest 
des iles de la Soci^t^ ; on devrait done y trouver une rotation 
s’effectuant dans le sens des aiguilles d’une montre, et cependant 
on observe le sens oppose. II n’y a pas n^anmoins contradiction 
avec la th^orie, parce que, si pr^s de I’^quateur, rinfluence de la 
force centrifuge compos^e est extremement faible : il s’agit ici 
d’un point amphidromique du k la superposition de deux oscilla- 
tions renforedes. 

Le troisi^me point amphidromique du Pacifique se trouve non 
loin de Tile Antipode : le sens de la rotation est bien celui des 
aiguilles d’une montre. 

Dans roG^an Indien, nous constatons un seul point amphidro- 
mique, presque exaclement sur I’equateur, au sud-ouest du cap 
Comorin- fie serede la rotation est celui des aiguilles d’une montre ; 
la force ceniriff ge qui est miHe a l ^quateur ne joue 

auOTn defce ^ 

Enfln| il toe itroi$i6me Ip^rticularit^de la Carte des 

ligmes, *#^4 f|a^i Mi , q^’il exisle en plein 

dm p^^r3e|:jjyQl il^rip^es ^llhs-niln46s. 
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Telles sont, dans le Pacifique, la ligne qui entoure les ties Gala- 
pagos, et celle qui s’etend dans Focean Indien, entre les ties Ker- 
guelen et la Reunion. 

C’est un point sur lequel nous reviendrons. 

222. Systemes semi-diurnes‘ — M. Harris distingue sept sys- 
temes semi-diurnes, dont six ont une periode se rapprochaiit d’une 
demi-journee lunaire, el un qui est en resonance avec la maree 
solaire semi-diurne : ce sont les systemes Nord- At) antique, Sud- 
Atlantique, Nord-Pacifique, Sud-Pacifique, Nord-Indien, Sud- 
Indien, et enfin le systeme Sud-Australien qui est solaire. (Voir 
PL /.) 

Nous aliens brievement ddcrire cliacunde ces systemes. 

Le systeme Nord-Atlantique s’^tend du Greenland et deTerre- 
Neuve aux c6tes d’Espagne et du Sahara, puis de 1^ ala cote nord- 
est du Brasil. II est cons titu^, en somme^ par deux trapezes accol^s 
oscillant chacun comme un rectangle d\ine longueur ^gale 

{fig* 53). En reality, les deux longueurs lineaires ne sont pas 


Fig. 53. 



les iri^mes, mais dah$ le traj^e noril les profondeurs 
faibles, ce qui correspond bien a une longueur d’onde plus courte. 
q^fOfls djq^p da^^ Oq depx | 
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11 est facile de calculer les heures coti dales dans chacune des 
plages qu’elles separent : on trouve a pen pres I’lieure 8 dans 
chaque plage americaine et, par consequent, I’heure 2 dans les 
deux aires s’appuyant sur le Maroc et le Portugal. 

Comme, dans Foscillation propre d’une aire trapezoidale, Tam- 
plitude est plus grande dans Tangle aigu (§i2lO, 5^), nous devrons 
trouver sur les c6tes du Maroc et du Portugal des marees plus 
fortes qu’ailleurs. 

Dans le trapeze nord, nous trouvons une autre cause de reso- 
nance dans ce fait qiTil existe aussi a pen pres la longueur ^ 

entre les c6tes de Portugal et de France d’une part, et Tentree du 
detroit de Davis d’autre part; mais c’est la une aire trop etroite 
pour qu’une onde stationnaire importante puisse y prendre nais- 
sance (§ 210, 3^), il en resultera simplement un renforcement de 
la maree sur nos cotes. 

he systeine Sud-Atlantique peut etre assimile a un arbre a 
trois branches, dont le tronc, tres large, part du continent antarc- 
tique et vient s’appuyer sur la cute du sud-ouest africain, le Cap 
et le sud de Madagascar : la longueur est d’une demi-longueur 
d’onde. Une branche s’etend le long de la cote est d’Afrique jus- 

qu’au Belutshistan, sur une longueur Une seconde branche, de 

longueur A, va jusqu’a la cote est des Etats-Unis, tandis que la 
troisieme, d’une demi-longueur d’onde, s’appuie sur la c6te du 
Brdsil, au sud du cap Saint-Roque. 

Nous aurions entre le continent antarctique et les Etats-Unis 
trois lignes nodales : Tune dans le voisinage de Tile Bouvet, la 
seconde passant pres de T Ascension et la troisieme pr^s de la Gua- 
deloupe. Quant a la ligne nodale de la branche indo-africaine, 
elle passe un peu au sud de Guardafui. 

Les heures cotidales sont 6^ pour Textr^me sud, 12 ^ pour lesud 
de TAfrique et Madagascar (abstraction faite de Teffet du systeme 
indien), 6^ pour la c6te du Belutshxstan (sous les m^mes reserves), 
6^ pour la c6te du Brasil et 12 ^ aux Etats-Unis. 

On voit qu’il y a toute une rdgion entre le Brasil et les ties du 
cap Verd, oA les deux sjshtmes atlahtiques se superposent. 

. - • ; li . ; ' ' ' , ' ; f < 

223. Le^ d’abord uh grand 
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triangle s’etendant entre le nord de I’Amerlqiie et TAsie. Ce 
triangle difiere assez pen d’un triangle isoscele ayantun angle obtus 
de 120° ala presqu’ile d’Alaska et dont les angles aigus, de 3 o° 
chacun, seraient places. Fun aux Philippines et Pautre en Co- 
lombie. 

Les oscillations propres d’une telle aire triangnlaire peuvent se 
determiner d’apres les memes principes que pour un bassm rec- 
tangiilaire (§ 39 , 40 ). 

Considerons six ondes progressives d’^gale mtensite, se propa- 
geant sLiivantdes directions opposees deux a deux et faisant entre 
elles des angles de 60®. 

Elies constitueront par leur superposition Toscillation propre 
d’une aire de profondeur conslante, si Ton peut representer le 
mouvement resultant par line fonction cp de a? et de ^ satisfaisant 
a Fequation 

et si Ton a de plus 



sur toutes les parois. 

Or, on satisfait a ces conditions en prenant 


9 cos v /3 — cos — cos — I 

ia Q.a a 


la periode de Foscillation ^tant d6termin6e par Fequation 




On voit imm^diatement que la fonction cp admet les syst^mes 
d’axes de sym^trie rectangulaires correspondant i 


07 = o, 


7 = 0 


= 0, 2a, 


%a 

75' 

4 ^, 




Ndusobtenons deux autres syst^ines 
SBtit tpurner les premiers de 60® eli de 

Ija fonciujin., o .tious donnera ddac blei ra^<S#isiti^!»i4t»^)des 
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triangles qu’on peut former avec les directions de ces axes prises 
trois a trois : triangle equilateral, triangle isoscMe avec angle au 
sommet de 120®, enfin triangle rectangle dont les angles aigus 
sont de 3 o® et6o®. a est la hauteur relative a Fhypotenuse. 


Fig. 5^. 










i 

















On voit que jp est proportionnel a 3 aux sommets des angles 
aigus et a 1 au sommet de I’angle droit, ainsi qu’au milieu de Thy- 
pot^nuse : la maree sera done trois fois plus forte aux sommets 
des angles aigus qu’en ces deux derniers points, 

Les lignes nodales sont donn^es par F^quation 


rr Ttx Ttr Try 

2 cos 1/3 cos = cos 

2a o.a a 

II y ena deux qui partagent Fhypotenuse en trois parties ^gales. 

Le grand triangle du Nord-Pacifique peut ^tre consider^ comnie 
form^ par la juxtaposition de deux triangles rectangles semblables 
ayant le sommet de Fangle droit un peu au sud des lies Hawai 
{fig. 55 ) : ainsi s’expliquent les marges assez fortes du golfe 
d’ Alaska. 

Le systeme Nord-Pacifique est complete^ dans sa partie sud par 
une trSs gra;ade aire trap^zoi'dale s’appuyant sur le grand triangle 
nord et s’^tendantjusqu’ala c6te du Chili sur une longueur d’^ peu 
pres une longueur d-onde. II y aurait done dans cette aire trois 
plages : Fheure colidal^ serait 3 dans le voisinage du Chili, puis 9 
jusque vers Taliiti^ )enjSn 3 eulp'e Taliiii et les iles Hawai. Cette 
m^me heure 3 est*4elte de la plagp: ceutrale du grand triangle; 
an retrouve ensi^bj jl||eiire y gollq d’^ALtaska ainsi qu^au 
Japou. 
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Le systems S ud~-PaciJique consiste en une sorte de ceintiire 
s’^tendanl d’abord depuis le sud du Chili et la terre de Graham 
jusqu’^ une ligne allant des Nouvelles-Hebrides a Tarchipel de 
Cook, puis se dirigeant ensuite vers le Nord-Est jusqu’a la cote de 
Galifornie. Chacune de ces bandes se trouve plus ou moms gros- 
sierement appuyee sur un seuil et a pour longueur une longueur 
d’onde. Nous aurons done entout quatre lignes nodales; les alter- 
nances des heures cotidales sent 6 et la, avec Theure 6 pres du 
cap Horn et sur la c 6 te de Galifornie. 

Fig. 55 



Entre cette ceinture et la cote americaine se trouve compris 
une espece de secleur circulaire qui empiete surle trapeze du sys- 
teme Nord-Atlantique, mais qui n’est pas assez netlement d^limit^ 
pour modifier essentiellemenl roscillation propre de ce dernier. 


224. Le systems Nord-Indien consiste eu une aire sensible- 
ment rectangulaire, de longueur A, qui s’etend de la c 6 te nord- 
ouest d’Australie a la c 6 te des Somalis et a celle d’ Arabic. On y 
distinguera done trois plages cotidales : il y a Pheure 3 k chaque 
extr^mitd, et Pheure 9 au centre. 

A ce syst^me, se rattache le golfe de Be^gale dout la longpeur 
est d’^ peu pr^s - : il s’y formera done nim onde sutiiohnaire de 

forte amplitude (§ 213) ; Pheftre cotiddle y ' ' 

Le systime' Sitd^tndieh jli’ 

PAustSralie la^ directic^ Bii f 

ai^t^arotffpie, 
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jusqu’aii cap de Bonne-Esp^rance et la pointe sud de Madagascar, 
avec une longueur de ^ egalement. Les heures cotidales sont 3 

en Australia et vers Madagascar, 9 dans Ja plage centrale. 

Enfin, le systeme Sud-^Australien s’etend de la c6te sud de 
rAustralie au continent antarctique. Sa longueur est d’environ une 
demi-longueur d’onde solaire; il sera done en resonance avec la 
inaree 82, tandis que les systemes precedents etaient en reso- 
nance avec M2. 

22 o. Systemes diurnes. — Les systemes diurnes sont constitu^s 
par desaires dontla p^riode d’oscillation propre est tres voisine 
d’une journ^e lunaire. 

M. Harris en distingue deux principaux : le systeme Nord- 
Pacifique et le systeme Indien. 

Le systeme diiirne Nord-Paeijique s’etend de la c6te am^ri- 
caine au nord de la Californie jusqu’au Japon; sa longueur est 
d’une demi-longueur d’onde de mar^e diurne. 

M. Harris assimile cette aire k un canal tracd suivant un paral- 
IMe, et, de ce que le centre de ce canal se trouve par la longitude 
Fouest de Greenwich, iJ en conclut que Theure cotidale 
est de 1 5 a Fextr^mit^ est, sur la c6te d’Am^rique, et de 23'‘,5 au 
Japon. 

D’autre part, en consid^rant que Faire de resonance est limitee 
au Sud par une ligne allant des ties Salomon a la Californie par les 
lies Haw^ai, M. Harris trouve i 5 pour Fheure cotidale sur la c6te 
am^ricaine et 3 dans le voisinage de la Nouvelle-Guin^e. 

Or, que donne Fobservation? On a Fheure 18 en Alaska et 
Fheure 6 aux ties Molusques, e’est-a-dire des valeurs qui ne sont 
pas comprises entre les r^sullats de la theorie, selon que I’on con- 
sidere Fune ou Fautre des deuxaires. 

M. Harris essaie d’expliquer cette discordance par la conside- 
ration d’une onde progressive naissant de la superposition des 
deux ondes stationnaires de phases diflferentes. 

Mais cette explication n’est pas necessaire, car Fanonialie con- 
statue pent teuir uniquemeot k^ la fagon dont M. Harris calcule 
Fheure cotidale d’un systeme en resonance approch^e avec la 
force pCrtirbatrice. II prend, m effet, (iour jjoint de depart la 
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theorie de I’equilibre, et suppose qu’aii maximum dela force per- 
turbatrice correspond le maxi^num de la surel^vation. Or, cette 
maniere de proceder est illegitime. 

Rappelons en quoi consiste le phenomene de resonance. 

Si nous considdrons un sjsteme poss^dant un nombre fini de 
degres de liberte, I’expression de la surelevation due a une force 

perturbatrice de periode ~ est une fonction rationnelle qu’on 

peut decomposer en elements simples (§ 10) sous la forme 




Qit 


Les a^y sont les coefficients du facleur exponentiel dans 
cliaque oscillation propre du sjsttoie, etTon a 


h 


Si 'k est tr^s voisin de Xy, I’expression dela surelevation se re- 
duira sensiblement a 

Lorsqu’onne tient pas compte de la force centrifuge composee, 
les coefficients a et j 3 sont reds (§ 8) : il 7 aura done concordance 

de phase entre la force perturbatrice et le coefficient de 
Mais, selon le signe de la maree sera directe ou inversee. 

Tout depend done du sens dans lequel se fait la resonance, 
et i] faut bien plutdt s’etonner de ce que I’apparente contradiction 
de TAlaska soitle seul exempledu phenomene d’inversion. 

Nous pouvons done supposer qu’aulieudes heurescotidales ii ,5 
et 23,5 dans la premiere aire du sjsteme diurne Nord-Pacifique, 
nous ajons les heures 23,5 et 11, 5 . 

L’heure 18 donnee par I’observation potm la cdte d’Alasl^a se 
trouve bien alprs cojinprise entre les heures 23,5 et i 5 qni 
teraient de la consider^lion des dpux aires dont nous ^70:^$ 

X>e memp, aux Philippines est coi^t^pi^ise 
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On pent d’ailleurs donnei' des resultats de I’observation ime 
explication beaiicoup plus simple, en assimilant le systeme diurne 

Nord~Pacifique a iin canal de longueur ^ grossierement dirige 

suivant nn parallele. 

Dans ce cas, conlrairement aux assertions de M. Harris unique- 
ment bashes surlatheorie de I’^quilibre, il doit y avoir decalage 
de 90'’, soil de 6 heures, entre la maiee et ie passage de Pastre au 
m^ridien central (§ 129). Celui-ci etant de i on aurait bien 
les heures 17,6 et 5,5, c’est-a-dire celles donnees par Tobservation 
en Alaska et aux Philippines, sans avoir besoin de faire iiiter- 
venir une seconde aire de resonance. 

Le systeme diurne indien consiste en une aire d’une demi- 
longueur d’onde qui s’(5tend de PAustralie a la cote des Somalis : 
Fheure cotidale est de 12 sur la plage australienne et 24 sur la 
plage africaine. 

226. 11 existe un certain nombre d’autres systemes diurnes 
moins etendus, mais qui peuvent n^anmoins entrer en resonance, 
parce que, la mer y ^tant moins profonde, la longueur d’onde sera 
plus courte. Tels sont : 

i" L’ensemble du golfe du Mexique et de la mer des Antilles, 
avec les heures cotidales 2 dans la partie nord et i4 dans le 
Sud; 

2'' La M^diterran^e, avec Fheure 10 dans le bassm occidental et 
Fheure 22 dans le bassin oriental. 

L’absence de resonance diurne dans F All antique est un fait 
remarquable, qui tient k ce que cet oc6an est trop ^troit compa- 
ralivement a sa profondeur, II en r^sulte que, sur la c6te est prin- 
cipalement, oh Finfluence des systemes semi-diurnes est forte, 
on n’ observe pour ainsi dire pas de mal‘6e diurne. Nous revien- 
drons sur ce point qui avait particuli^rement frapp6 Laplace. 

' Au contraire, le golfe du Mexique et la mer des Antilles, ou Fon 
0dhstat€f dea mdtSds diuW^s sensihl^s, sont en dehors des systemes 
semi-diutaes. ^ ^ 

' Enfin, signaler thi g^sthme diume'^^^cial (^ui se rattache 

an systeme Nofd-Pacii^ue^ : dehiii de la met de Chiue, don't 
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Ja longueur est d’environ j* Cette resonance explique les fortes 
marees diurnes du golfe dn Tonkin. 

227. Formation des ondes progressives. — La iheorie que nous 
venons d’esquisser dans ses g'randes lignes est necessairement tres 
approximative, car les aires partielles dont on determine les pe- 
riodes d’oscillation propre sont beaucoup trop ^tendues pour qu’il 
soit legitime de ne pas faire inlervenir la force centrifuge com- 
postSe Cette objection a moins de valeur en ce qui concerne les 
mers plus etroites ; aussi, la theorie de M. Harris est-elle beaucoup 
plus satisfaisante lorsqu’on Fapplique aux mers interieures. 

Maisj dans les larges aires oceamques qni constituent les sys- 
temes, au lieu d’a\oir uniquement des plages colidales, Faction de 
la force centi'ifuge composee, m^me en cas de resonance parfaite, 
se traduira par Fexistence de lignes cotidales plus 011 moins 
espacees 

Cette raison n’est pas la seule qui doive donner naissance a des 
ondes progressives, 

Supposons qu’un d^troit separe deux regions appurtenant a 
deux systemes differents S et S' {Jig'* 56). En general, il n’y aura 



pas concordance des heures cotidales dans les deux plages sur 
lesquelles d^bouche le ddtroit, et nous aurons, par suite, dans ce 
letroit, une ondfe progressive. » 

L’influence ’d^ cette onde se fera sen tir'%a] ©meat dans les par- 
ties avoisinaiife^s des deux ocdans. Si S^retarde sur S, .nous: auaxtos 
an tovirou^ du' ddtrbit, du dd 

4d fdp^ C&td! dd S ; sort# qtfd Londfe^ ^0, 
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bien d’uii point ou la maree est en retard sur la maree statique 
vers un point ou elle est en avance. 

De meme, si Tocdan S appartient a an systeme et si S' n’est pas 
en resonance, il y aura aussi une onde progressive allant da pre- 
mier au second, en general. 

Beaucoup de ces ondes progressives ont une grande importance. 
Une d’entre elles nous interesse particulierement : c’est celle qui 
derive du systeme Nord-Atl antique et produit les inarees euro- 
peennes. 

Une autre va du sud de TxAtlantique vers le Nord, le long de la 
cote africaine; une troisieme provient da systeme Sud-Pacifique, 
contourne le cap Horn et se faitsentir dans TAtlantique. 

A Test de I’Australie, se troave un seuil sous-marin, lequel 
provoque la formation d’une onde I'efractee qui se propage vers 
rOuest. 

De la superposition des ondes stationnaires des differents sys- 
temes et des ondes progressives qui en d^rivent, devrait d6couler 
alors I’explication de toutes les manifestations du ph^nomene des 
marees. Nous aliens voir, en entrant un pen plus dans le detail, 
jusqu’a quel point cette th^orie suffit a expliquer les di verses par- 
ticularit^s mises en Evidence par les observations. 

228. fitude particuliere des marges de Tocean Atlantique. — Les 
oscillations des deux aires trap^zoidales constituant le systeme 
Nord-Atlantique sont en concordance tres satisfaisante avec les 
observations concernant les regions qu’elles recouvrent. L’exis- 
tence d’un angle aigu explique pourquoi les marees sont plus fortes 
sur les c6tes du Maroc et du Portugal qu’aux Agores; de m^me, 
la forte amplitude des marees sur les cdtes de France trouve sa 
raison dans (’existence d’une resonance secondaire qui, toutefois, 
ne suffirait pas a elle seule si le systeme Nord-Atlantique n’exis- 
tait pas. 

La superposition des deux syst^mes Nord-Atlantique et Sud- 
Atlantique se fait dans la region comprise entre le Brasil et les ties 
du Cap-Verd : cCjlte aire constituant, un ventre du systeme Sud, 
c’eat rheure cotidalc 6 qui y dominera, et la ligne nodale du sy$- 
t^me Nord, s’y tronv.^ n^a^quee. Par coptre, I’beure cotidale 2 
r^gne dnns tpu|e la plage; jaii appartient 
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au systeme Nord. La juxtaposition de ces deux aires, d’heures 
cotidales diff^rentes, et appartenant a des systemes distmcts, de- 
tennine la formation d’une onde progressive allant de I’une a 
I’autre : d’ou un resserremenl tres accentue des bgnes cotidales 
entre le cap Verd et les Canaries. II est a peine n^cessaire de faire 
remarquer que Failure d’une onde progressive de cette natui'e n’a 
rien de commun avec la propagation d’une onde llbre s’effectuant 
avec une vitesse ^gale a 

M. Harris admet un point amphidromique sur le 4o® parallele 
Nord, ail sud-est de Terre-Neuve. Son origine pent ^tre attribute 
a trois causes differentes. En premier lieu, la superposition des 
deux systemes Nordet Sud fait que deuxlignes nodales secroisent 
a peu pres en ce point. 

Nous savons, d’autre part, que Faction de la force centrifuge 
composee se traduitpar la formation de lignes cotidales rayonnant 
autour de points oii la mar^e est nulle. 

Enfin, du systeme Nord-Atlantique derive une onde progressive 
qui, se dirigeant vers FEst, pdntoe dans la Manche. 

L’influence de cette onde se fera sentir en amont du ddtroit el 
determinera la formation de lignes cotidales dans une plage ou, 
ih^oriquement, Fheure cotidale eut du 6tre conslante : elle con- 
tribuera ainsi a la formation du point amphidromique. 

En outre de ce point principal, il existe deux autres points am- 
phidromiques secondaires : un dans le voisinage des Feroe; un 
autre entre les Ferde et FIslande. 11s sont dus aux interferences 
de deux ondes derivdes, dont Tune contourne FIslande par le 
Nord, Fautre passant entre les lies Britanniques et FIslande. 

Dans le voisinage des Ferde, les lignes cotidales sont tres serrees, 
parce que, la profondeur ^tant faible, la vitesse de propagation des 
ondes est dgalement tres rdduite, 

Ce qui caractdrise avant tout les mardes de FAtlantique, c’est 
Fabsence presque complete de maree diurne. On pent se demander 
pourquoi. En effet, dans le systdme Nord-Atlantique, la lon- 
gueur totale est A et il en rdsulte une resonance semi-diurne avec 
deux lignes nodales. Mais cette longueur, dlant dgale a la demi- 
longueur d’ohdo KliT^rn?e, devrait nous donner dgalement une 
son^nce dinrnk? avec , s^le ’liarne nodala aui aboutjrail ' a 
Gibraltar 
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Mais il coavient de remarqiier que nos aires d’oscillation ne 
sont pas entierement limitees et sont, sur une grande etendue, 
depourvues de parois lat^rales. Si des ouvertures se trouvent en 
face d’nne ligne noclale, cela ne troublera pas I’oscillation du sjs- 
leme ; mais, si elles se trouvent au contraire dans la region d’un 
ventre, Poscillation ne pourra pas prendre naissance. 

Or, les ouvertures du systeme Nord-Atlantique se trouvent 
juste en face des lignes nodales semi-diurnes, c’esl-a-dire des 
maxima de roscillation diurne, II en resulte que la resonance 
diurne ne pouiTa pas se produire. 

Dans le systeme Sud-Atlantique, la longueur totale, depuis le 
continent antarctique jusqu’^ la c6te des £tats-Unis, est, par rap- 

port a Tonde semi-diurne, de elle n’est done pas multiple de 

la derai-longueur d’onde diurne et ne se prete pas a la resonance. 
II n’en serait pas de m^me de la branche sud, qui s’dtend du con- 
tinent antarctique au Brasil; mais, la encore, les ouvertures sont 
en regard des lignes nodales semi-diurnes. 

Ainsi done, pas de maree diurne dans TAtlantique. 

II s’enproduit seulement dans le golfe duMexique, qui constitue 
un systeme diurne independant des grands systfemes semi-diurnes. 

229. Sur la c6te est de I’Atlantique, la progression se fait vers 
le Nord. Sur la c6te ouest de BAtlantique Nord, nous aurions 
plut6t une progression vers le Sud, par suite de I’existence du 
point amphidromique. Hen resulte des lignes cotidales ti'^s serr^es 
et convergentes vers les Antilles. 

Sur la c6te de Patagonie, qui est en dehors de I’influence du 
systeme Sud-Atlantique, les marges sont dues a une onde d^rivee 
venani du Pacifique. 

La distance du continent antarctique au cap de Bonne-Esp^rance 
se rapproche plus de la demi-longueur d’onde solaire semi-diurne 
que de la demi-lotigueur d'onde lunaire. II en resulte un renforcc- 
ment de Sj. jplus considerable que celui de Mg ; par suite, le rap- 

S2 j \ . 

pott sera, dans cette aire^ supdrieur ^ sa valeur thdorique. 

Toutefois, la su^ C^p, esft d^qite pour qu’une onde 
solaire inddpemlanlf (§210^ 3^). Anssi, 

ce r^nfojrcement n^6taitigaletpfnt 
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favoris^ par Faction du systeine Sud-Indieii, qui se irouve aussi 

domine par Finfluence solaire. Au Cap nieme, on trouve pour 

la va^eur 0 , 42 ; sur la cote esi de la colonie, elle auginente jub- 
qu’a 0,55 a Durban. 

La c5te nord-est du Bresil appartient a la plage sud du sjstenie 
Nord-Atlantique et se trouve tres voisine de la limite laierale du 
sjsteme Sud. Les heures cotidales de ces deux aires etant 8 et 6, 
il n’j a pas de difF6ience sensible et le passage se fait graduelle- 
ment de Fune a Fauire. 


L’estuaire considerable de FAmazone esl le siege d’un phe- 
noinene particulier. Une onde progrebsive reinonte le fleuve, mais, 
en raison de la faible profondeur, le frottement est assez fort pour 
que Fenergie de cette onde soit completement absorbee. II en 
r^sulte que Fonde s’dteint sans se reflecbir; par suite, il n’y aura 
pas d’onde stationnaire, mais une onde purement progressive dont 
Feffet sera de retarder la maree sur la c6te avoisinant Festuaire. 

Aiix lies du Vent, les deux systemes inierferent encore; la 
mar^e est forte a la Trinite et diminue rapidement de la Trinity a 
la Guadeloupe, Comme cette region est dans le voisinage d’une 
ligne nodale du systeme Sud, c’est le systeme Nord qui agira sur- 
tout et alimentera la faible mar^e semi-diurne de la mer des 


Antilles, dont il gouvernera Fheure. 

Les marges sur la c6te est des Etats-Unis sont gouvern^es 
presque uniquement par le systeme Sud; aussi, la maree est-elle a 
tres peu pres simultan^e depuis Haiti ju;»qu’a la Nouvelle-Ecosse : 
Fheure cotidale est voisine de 12 . Quant a Famplitude, elie variera 
avec la profondeur et sera plus forte sur les hauts-fonds que dans 
les fosses (§ 4S). 

II y a lien de remarquer que la longueur de la branche princl- 
pale du systeme Sud-Atlanlique, a laquelle appartient la cdte des 

Etats-Unis, est, un peu supdrieure a La^T^soiiance spra donp 

plus satisfaisaote pdtir la mar^e lunaire (|aei ^ur la«mai*^e solaiire 
dont la p^riode'-esi plus oourte. ' ^ ? . , > ^ i ^ ; 1 ] ? ^ ^ ^ I f , » { , 


Par suite, JEtatSrUnis, le rap^port 

yaidur I e|i^ W 
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Le golfe du Mexique a des marges semi-diurncs tres faibles qiu 
sont a peu pres celles que donoerait pour une merfermee la theorie 
de r^quilibre. On trouve I’heure colidale 3 dans presque toute la 
region est du golfe; mais, sous Paction d’une oude progressive 
pdnetrant par Je canal de la Floride, Pheure 9 ne se manifeste 
que tout pres de la cote ouesl. A cette maree semi-diurne, se 
superpose une mar^e diurn e un peu plus importante, qui se fait 
sentir egalement dans la mer des Antilles (§ 226). 

230. Certains golfes de la cote am^ricaine prdsentent des parti- 
cularites qui m^ritent une mention particuliere. 

Le golfe Saint-Laurent se comporle sensiblement comme une 

aire independante, assimilable a un canal de longueur : il y aura 

done une ligne nodale k Pentree et un maximum d’amplitude a 
Pextrtoiie. Mais ici le phenomene se complique par suite de la 
juxtaposition au canal principal de plusieurs anses d’assez large 
dtendue. 11 en resulte la formation d’ondes ddrivdes, et Pexistence 
d’un point amphidroinique au milieu du golfe. 

Une onde progressive remonte le fleuve Saint-Laurent, et, 
malgr^ la diminution d’energie, sa concentration snr une section 
de plus en plus restreinte fait que ramplitude de cette onde va en 
croissant jusqu a Pile d’Orl^ans, a peu de distance en aval de 
Quebec. La maree cesse seiilement d’etre sensible au lac Saint- 
Pierre, entre Qudbec et Montreal. 

Le golfe du Maine, separd du large par un banc, constitue egale- 

mentuneaireinddpendantede longueur— II se produira done une 

resonance. La inarde est simulfan^e dans tout le golfe, el Pobser- 
vation montie qu’elle pr^senie une difference de phase de 3 heures 
avec la mar^e exierieure. Nous avons fait observer (§ 213) 
que cette difi‘ 6 rence pourrait ^tre quelconque, et que les raisons 
par lesquelles M. Harris cherche a demontrer qu’elle doit ^tre 
n^cessairemeiit de 3 heures :r^posent sur x?ne hypoth^se inexacte. 

La m^me observation s^applique a, I’oiide stationnaire de Long 
Island Sound. 

234. ties marges de Poc^an Indien. — En y 

comprenant le golfe dn B^ngalej Syst^me Nord-Indien se com- 
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pose de quatre aires cotidales separees par trois lignes nodales. 
La ligne nodale orienlale, qui passerait par le detroit de la Sonde, 
se troiive obscurcie sous Taction d^une onde progressive qui se 
dirige vers TEst par Touverture de la mer de Timor. La ligne 
nodale occidentale est egalement fort Iroiibl^e par suite de la 
superposition du sysleme Sud-Atlantique au systeme Nord-Indien. 
Au contraire, la ligne nodale qui ferme le golfe dn Bengale est 
tres bien marquee. 

Les aires du systeme Sud-Indien sont k peu pres situdes par les 
memes longitudes que les aires correspondantes du systeme Nord ; 
aussi les lieures cotidales sont-elles les memes pour les deux sjs- 
lemes. 

Chacun de ces systemes a pour longueur totale une longueur 
d’onde semi-diurne. Tous deux devraient done aussi, semble-t-il, 
se Irouver en resonance avec la mar^e diurne. Mais dans le sys- 
teme Sud, il y a deux larges ouvertures situ^es en regard cles lignes 
nodales semi-diurnes, de sorte que Toscillation diurne ne pent 
prendre naissance. 

Dans le systeme INord, au contraire, il n’y a pas rtjqui valent de 
ces ouvertures; o’est pourqiioi la resonance diurne se mamfeste 
effeciivement. 

Dans la r($gion rectangulaire qui s’^tend le long de la c6te 
d’Afrique, depuisle Cap jusqu’auBelutshistan, la branclie indienne 
du systeme Sud-Atlanlique se superpose successlvement au sys- 
leme Sud-Indien et au systeme Nord-Indien. Void de quelle 
maniere M. Harris fait cadrer les effets de cette superposition avec 
les r^sultats des observations. 

Si le systeme Sud-Atlantique existalt seul, nous devrions avoir 
Theure cotidale 12 dans la plage qui s’^tend du Cap jusque par le 
travers de Ras-Hafun, et I’heure cotidale 6 dans la mer d’Oman, 
Mais, d’un autre c6te, le systeme Sud-Indien, s41 existait seul, 
imposerait k la region du canal de Mozambique Tteure cotidale 3. 

On pent dotic admettre pour eette 4ire' Tlienre ' interm^- 
diaire 1,5; ce qui est parfaitement eonfori&y “dtix 

L’cscillation de la tranche indienne 
Atlantique sd trOiivaht ainsi mddifide, 

dale fy5 dans mdHdioiiai^^ el’; 14 ^ 

dale 7.,;5 ^ |Aa^ • sepiteif^hiiafe^ hH 
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directement infliiencee par le systeme Nord-Indien, qui lui impo- 
serai L rheare 3. 

Fig. 57 . 



La ligne nodale de chaque oscillation ne pouvant subir qiie 
rinfluence de Poscillation supcrposee, iJ en resultera fiiialement 
un point amphidromique autour duquel les lignes cotidales 
rayonneront dans le sens des aiguilles d’une inontre. La force 
centrifuge compos^e ne joue aucun role dans la formation de ce 
point, qui est sitii^ a tr^s pen pr^s sur Tdqualeur {fig^ 58). 


Fig. 58. 



T1 est k peine n^cessaire de faire remarquer k quel point les 
raisonnenaeiits que ip,ons avons fails manquent de rigueur : cette 
tentatiw d’ex|)liqation,ne sauraii 4tre consid^r^e que comme une 
4bauche as^ez , 

2S2, On ire^arquera que Ja region qui s’^^end entre la c6te ouest 
d^Austraije et . ^ystemes iadiens et ne 

cor^i lue . pas ; ^ Iqi r.4 WWm: 
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Ains] s’expliquent bien les faibles marees semi-diurnes que 
Ton observe a Freemantle, a Maurice, a la Reunion et a Tamatave. 

Le systeme Sud~lndien lui-m^me est delimit^ d’une fagon assez 
vague, et ne donne pas naissancea des marees bien considerables; 
a I’lle Kerguelen, Pamplitude moyenne est d’environ 

Au nord de cette lie, dans Faire de non-resonance, il existe 
toute une region entieremenl close par la ligne cotidale d’heure 8 
et a partir de laquelle la progression de la maree s’effectue dans 
tons les sens. 

Surla cote sud d’Australie, on constate des marees tres parti- 
culieres dues aPinfluence du systeme Sud-Australien qui se trouve 

S 

en resonance avec la mar^e solaire. Le rapport — prend alors 

des valeurs tr^s remarquables et devient sensiblement egal a Tunit^ 
a Port-Adelaide. II en r^sulte pour le phenomene une allure toule 
sp^ciale : a certains moments, la mar^e paraitra se produire tou- 
jours a la m^me heure, sans retard d’un jour a I’autre. 

D’ailleurs, tous les syst^mes semi-diurnes de I’oc^an Indien, 
pris dans leur ensemble, sont en resonance plus complete avec So 

S 

qu’avec M 2 ; aussi, le rapport^ est-il, en general, sup^rieur a sa 
valeur tb^orique. 

233. Golfe Persique. — M. Harris admet que la maree du golfe 
Persique est due a une onde progressive se propageant lentement 
a cause de la faible profondeur du golfe; il figure sur sa Carte des 
lignes cotidales exlr^menient serr^es a partir du d6troit d'Ormuz. 

Cette hypothese demande a ^tre examinee avec attention. 

Une pareille onde progressive ne pourrait se produire que s’il 
n’y avait pas de reflexion du tout au fond du golfe. 

Il faudrajt done supposerque F^nergiede Fonde est enti^rement 
absorb^e par ie frottement. Or, rappelons que, d’a^pr^s M. Hough, 
Feffet du frottement est negligeahde. Les hypotheses stir fesqueiles 
M- Hough a ha&6 ses calculs sont assez^ biepf a|>piiy645 bour qtFon 
puisse ^tre oertain ^que Faction du frpUfWrtj ^ ew4ii^vl^ 
;n4gligeabiei dans une^^mer de; pirofi[xndptu?! ■ H I H I J ^ n 

, Mais, en^pp qui cofdeerna ip 
fdwteju^fi ' ?v?a|sej3®bWllei 
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du tout; mais, pour des profondeurs aussi faibles, les hypotheses 
ne sont peut-6tre pas suffisaules. 

On ne saurait done a priori repousser ou admettre sans reserves 
rhypothese de M. Harris : les observations peuvent seules montrer 
s’il existe ou non une onde progressive. 

Or, elles sont encore insuffisantes pour qu’on puisse se pro- 
noncer d^finitivement ; nous ne possedons que quelques observa- 
tions sur la c6te persane et presque rien sur la c6te arabique. II y 
aurait la ime question interessante a etudier de plus pres. Peat-^tre 
constaterait-on une onde. stationnaire ou Fexistence d’un point 
amphidromique. 

234*. Mar6esdela mer Rouge. — Les observations sont surtout 
relatives aux deux extremitds, nous en avons peu dans la partie 
mediane. 

A Pentree du detroitde Bab-el-Mandeb, Fheure cotidale est 4,5* 
On observe tout de suite une variation tres rapide, Pheure coti- 
dale ^tant 9 a Moka, puis on a dans toute la region sud une heure 
a peu pres constante, comprise entre lo et u. Dans la region 
nord, entre le tropique et le d^troit de Jubal, on trouve presque 
par tout Pheure 3,5, puis, brusquement, Pheure 9 dans tout le 
golfe de Suez. Dans le golfe d’Akaba, e’est Pheure 4 q^i regne. 

De ces donn^es, il r^sulte que la mer Rouge prise dans son 
ensemble, depuis le detroit de Jubal jusque vers Moka, se com- 

porte sensiblement comme un canal ferm^ de longueur ~ : la maree 

constat(5e pr^sente, en effet, tons les caract^re^s d'une onde sta- 
lionnaire ayant une ligne nodale au milieu et dont les plages 
seraient a peu pres affect^es des heures cotidales 4 au Nord et lO 
au Sud. 

Ce resultat s’accorde assez bien avec celui qu’aurait donn^ la 
theo;*ie. Entre les limites que nous venons de signaler, la profon- 
deur moyenne ^e In iner Rouge est d’environ 64o*“ ; il en r^sulte, 
pour la deppii-Ionguaur dVnde de Poscillation semi-diurne lunaire 
se propageant canal, une longueur de 954 milles marins, 

diff^TBuit assez peik dc . la iQhgneur 972^ wilies du canal lui-m^me. 
11 devrai^ f jWion prdpre dont les heures 

€oti<^ales 4.5 m JO. 
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En fait, la mar^e observee 6 tant en avance stir la mar^e sta- 
tique, nous sa\ons que, pour inaintenir cette avance, il est neces- 
saire de supposer une onde progressive venant du large; mais, la 
diflTerence des lieures etant peu importante, cette onde progressive 
sera faible. 

Son effet sera de nous donner, d'abord, des lignes colidales 
serrees dans le delroit de Bab-el-Mandeb, puis quelques lignes 
colidales plus espacees dans la mer Rouge elle-m^me. 

Quant au golfe de Suez et au golfe d’Akaba, on peut les consi- 
d^rer comme des canaux de faible longueur dont la mar^e depend 
directeinent de celle de la mer Rouge. 

La profondeur moyenne du golfe de Suez est d’environ 37”. A 

cette profondeur, correspond pour^ une longueur de 1 14 milles 

qui est un peu inferieure a celle du golfe. Nous devrons done 
avoir un noeud un peu au nord du debouch^ du golfe, a Tor, et, 
de la, jusqu’^ Suez, Theure cotidale sera 9,0. Connaissant les 
distances a Suez des differentes stations, on pourra calculer Fam- 
plitude de la maree theorique correspondante, celle de Suez 
^tant et comparer aux observations. 

On trouve ainsi, de part et d’autre du noeud, les r^sultats 
suivants : 

Galcul ' 2 ,i 4 1,65 0,79 o,4o 0,21 0,79 1,07 

Observations .. 2,14 1,68 0,92 0,46 0,87 o ,53 0,92 

La verification est tres satisfaisante. 

Le golfe d’Akaba est encore moins long, et aussi plus profond. 
Pour cette double raison, il ne renfermera pas de noeud, et se 
mettra dans toute son etendue en concordance de phase avec la 
mer Rouge. 

235 . ifetude particnli^re des marees de Focean PacifLqne. — 
Nous avons vu que les limites du syst^me Sud-Pacifique ^taient 
assez peu nettes et que Fon pourrait, 4 la rigueur, considerer ce 
Syslfeme comniie^^tant par un secteur de cerdile ayanlison 

denti:^ vers* l6s llefe' eit dont la circonf^ence derail lormee par 
'la 'o6te r ‘ ‘ \ ^ 

' « fe did jKJnl* dir |>4r nin 
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calciil tr^s grossier, que la longueur d’onde de roscillation propre 
est environ 0,90 et qu’il j a deux lignes nodales circulaires de 
rayons o ,34 et 0,79. 

Sironreduitlesysteme ala ceinture exterleure du secteur, dont 
la resonance est plus efficace, il siiffira de conserver les positions 
intercept^es de ces circonf^rences pour avoir sensiblement les 
lignes nodales utiles. 

L’amplitude de roscillation d’un secteur circulaire dtant heau- 
coup plus forte au centre que sur la circonference, on pent, en 
attribuant celte forme au systeme Sud-Atlantique, expliquer 
aiseinent les mai'^es importantes observ^es sur la c6te nord de la 
Nouvelle-Zdlande. 

Qiioi qu’il en soit, le systeme Sud-AUantique presente iin ventre 
au sud du cap Horn, dans une region ou sa limite est constituee 
par des hauts-fonds. II en rdsiilte la formation d’une onde refrac- 
ts e tres importante qui progressera dans FAtlantique. C’est a cette 
onde d^riv^e que sont dues les marees de la c6te est de J’Amerique 
du Slid jusqu’au nord de Montevideo, qui ne se trouvent sous 
rinfluence dWcun systeme d^oscillation propre. 

L’onde se propage plus vite dans les grands fonds k Test des 
fles Malouines que le long de la c6te; les interferences donnent 
naissance a deux points amphidromiques locaux situes, I’un a 
Touvert du golfe de Sainl-George, Pautre a Pest du golfe de 
San-Mathias. 

Dans le Pacifique memo, trois points amphidromiques tiAs im- 
portaiits sont k signaler. Le premier est a mi-distauce entre San- 
Francisco et les iles HawaY, a Pintersection de deux lignes nodales 
appurtenant respectivement au systeme Nord et au systeme Sud : 
la rotation des lignes cotidales s’effectue autour de ce point dans 
le sens inverse des aiguilles d’une montre. Le second, situe au 
nord-ouest des iles de la Society, se trouve egalement au voisinage 
de deux lignes, nodales de$ systemes Nord et Sud. Quant au troi- 
sieiae^ il.eslsitde nuisud-est dola Nouvelle-Zeiande, sur la limite 
sudduisysiemia SnA-i?aei6qpe. . ^ f ^ 

i^forniaiiom ^eie^ippint esti^u^ PftcjtJonj onde derivde 
refraoteo qui U $ep|Li ,G<)nip|if 1^ Nouyelle-Z^lande 

et la Nouvelliia-G^l^A^i^ copiipme 1^ pnggr^gisionj tput ^autoior 
}de k ill rfedMeitMe bdktioti des M^nes ooti- 
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dales autour de cette ile dans le sens Inverse et, autour du point 
amphidromique, dans le sens meme des aiguilles d’une montre, 
ainsi qu’il est naturel dans Ph^misphere austral. 

La c 6 te americaine du Pacifique est successivement atteinte par 
les diflerents systemes ; on n’y trouve pas de progression pro- 
prement dite, mais des lignes cotidales tres serrees lorsqu’on passe 
d’un systeme a Pautre, Vers le detroit de Magellan, nous avons 
Pheure 6 imposee par le ventre sud-est du systeme Sud-Pacifique. 
Plus au Nord, on trouve Pheure 3 provenant de Paire trapezoi- 
dale du systeme Nord-Pacifique ; puis, tout de suite apres, dans le 
golfe de Panama, Pheure 9 due a Paire triangulaire. En Californie, 
c’est le systeme Sud qui se rencontre de nouveau, donnant 
Pheure 6 ; mais on retombe inimediatement dans le systmne Nord, 
dont Pheure est 9 . 

I] n’y a pas absolument simultaneite de la maree dans chacune 
de ces di verses plages, mais les lignes cotidales y sont beaucoup 
plus espacees que sur les frontieres des systemes. 

De part et d’autre des lies Galapagos, le systeme Nord-Paci- 
fique pr^sente deux aires ayant la m(^me heure cotidale 9 ; nous 
aurons done toute une vaste region dans laquelle la maree devra 
4tre simultan^e. 

II convient de remarquer que les systemes du Pacifique sont en 
resonance plus parfaite avec la maree lunaire qu’avec la marde 

solaire ; aussi, le rapport — est-il, en gdndral, plus faible que sa 

valeur thdorique* On ne constate guere d’exceptions.que pour 
certaines iles, comme Tahiti, qui se trouvent dans le voisinage 
d’une ligne nodale. 

236. Mardes des mers ddrivdes du Pacifique. — D’une fagon 
gdndrale, Pheure cotidale 6 rdgne le long du Kamtshatka, des lies 
Kuriles et de Yeso. Une onde ddrivde progresse dans la mer 
d’Okhotsk et pdnetre dans la mer du Japotx par le gplfe de 

PAmour, oh Foii trouve ddjii Pheure 4- ; I’Ms 1 j : 

Une autre onde passe parle sud du Japoa el) rf lacpte 
Nolrd. La rd^yiou des -des deux onde^ se vefe’ jeW 

mer du Japori,* dh eEe bause une 
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raique autour duquel la rotation s’effectue en sens inverse des 
aiguilles d’une montre. 

Dans la mer Jaune, nous avons des lignes cotidales tres serrees. 
Lorsque I’onde arrive dans le golfe de Petsliili, une branche se 
dirige versle Nord-Ouest etune autre vers le golfe de Liao-Tung : 
il en resulte un point amphidromique au milieu du golfe. 

M. Harris dit que I’onde s’avance avec la rapidite due a la pro- 
fondeur. II suppose, par consequent, que tout se passe comme si 
Ton avaitune onde progressive entierement absorbee. Mais ceci est 
peu probable. 

Pour nous rendre compte des condi tions de la propaga tion d ans un 
golfe, reportons-nous aux Equations generales dii paragraphe 132, 
Soil s la longueur de Tare comptee le long d’un canal de profondeur 
constante, a partir de Textremit^ ferm^e. Nous supposons que, 
abstraction faite du facteur exponeniiel Pexpression du po- 
tentiel perturbateur peut se reduire a 

W = -H Y 

L’equation dififerentielle 

nous donne alors 

2a 

ds^ g* 

L’int6gr,ation introduit deux constantes arbitraires que Ton d^ter- 
minera en ^crivant que prend une valeur donn^e a Pextr^mite 
libre, et que Ton a au fond du golfe 

e’est-a-dire 

dX, ^ 

II est done certain queles conditions de la propagation depen* 
dent de a et de ^ . 1 ? 

M. Harris fait, q^ntraire, le caleui qopme si Ton a\ai^ 
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c’est-a-dire 

Les denx manieres de proc6der ne sont nullement equivalentes. 

II est done impropre de parler d’une propagation avec la vllesse 
due a la profondeur. 

237 . Le long de la cote du large des iles Philippines, I’heure 
cotidale est environ 9,6 comme dans toute la plage ouest du 
syst^me Nord-Pacifiqiie. Cetle onde slationnaire fourmt une onde 
d^riv^e qui penetre dans la mer de Chine a la fois par le canal des 
Bashi, ail nord de Lugon, et par la mer de Celebes. Dans tonte la 
partie centrale de la mer de Chine, la mar^e semi-diurne esttres 
faible et presqiie simultan^e. An nord et an sud de Hainan, on 
trouve riieure 3 . Cette faible mar^e semhdiurne conloiirne alors 
File d’Hainan et penetre dans le golfe du Tonkin, ou nous avons 
alors deux ondes, I’une allant du Sud vers le Nord, Fautredu Nord 
vers le Sud. 

L’interference est presque complete et il en resulte dans cette 
region une disparition de la mar^e semi-diurne d’aulant plus 
manifeste que la maree diurne est relativement considt^rable dans 
toule ia mer de Chine. 

Cette mer pent 6tre, en effet, consid^r^e comme un bassin a 
peu pres ferme qui d^bouche sur le systeme diurne Pacifique, et 
sa longueur est sensiblement le quart de la longueur d’onde 
diurne. II y aura done resonance et simultaneity de mar^e diurne 
dans toute la mer de Chine ; mais il n^y a, comme nous le savons 
(§ 213 ), aucune raison th^orique pour que la difference de phase 
avec la mar^e diurne du large ail une valeurplutdt qu’une autre. 
L’heure colidale diurne observye au Tonkin e$l 12. Cela fail bira, 
comme le voudrait la theorie incomplete de M. Harris, une difi^e- 
rence d’un quart de periode avec Fheure botidale 6 cd^servee aux 
Philippines (§ ^nais on ite peui Voir, U qui’unb^ 
cidenee. i < • ■ ' ' ' ^ \ ^ j ^ ^ ^ | ^ 

On pourrfiit,' d^ailleurs, tout aii^ j bSleil ^ jW ^ [ % 

Chine au ^sysl^mb : <^orne ladien- qui jdfmie 

p%€ ybi^i^q 
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De la partie cenlrale de la mer de Chine, I’onde semi-diurne 
marche vers la Cochinchine et penetre dans le golfe de Siam. Les 
lignes cotidales y sent tres serr^es; peut-etre des observations phis 
completes mettraient-elles en evidence un point amphidromique. 
Nous pouvons remarquer que, pas plus dans le golfe de Siam que 
dans le golfe de Petshili, il n’est vraisemblable d’assimiler ce phe^ 
nomene a la progression d’une onde s’effecluant avec la vitesse 
due a la profondeur. 

Les lies de la Sonde nous offrent des marees exlr^mement 
compiiquees, mais qui ont ete I’objet de nombreuses et bonnes 
observations. On trouve dans le detroit de Malacca des lignes coti- 
dales excessivement serrees, indiquant une progression vers I’Est. 
Au Slid des lies, il y a ^galement progression vers FEst : Fonde, 
deriv^e du sysieme Nord-Indien, entre par la mer de Timor et 
vient se rencontrer au detroit de Torres avec la branche de Fonde 
r^fractee derivee du systeme Sud-Pacifique, qui passe au nord de 
la Nouvelle-CaUdonie. 

L’onde progressive, qui descend de la partie cenlrale de la mer 
de Chine, se rencontre entre Borneo et Sumatra avec Fonde pro- 
gressive venant du golfe du Bengale par le detroit de Malacca : 
le conflit de ces deux ondes donne naissance k un point amphidro- 
mique tres particulier autour duquel les heures cotidales se suc- 
cedent en faisant deux fois le tour du cadran ; il y a p. 4 hgnes 
cotidales au lieu de 12 , La maree est tres faible dans cette region. 
Celle de la mer de Java progresse ^galement vers ce point. 

238. Maries des mers arctiques. — Nous pouvons observer 
d’abord que, si les mers arctiques etaient enti^rement ferm^es, il 
ne s’y produirait aucune mar^e. En effet, le potentiel pertiirbateur 
s’annule au p6le, aussi bien pour les marges semi-diurnes que 
pour les marges diurnes ; il sera done tres faible dans les regions 
polaires. D’un autre c6l^, ,rien n’indique a priori que les formes 
et les dimensions, des mers c^rctiques se pr^tent k une resonance 
quelconque. Il paratt done legitime d’admettre que leurs marges 
proviennent presque uniquement de celles des autres mers. 

Lhnfluence de^ rners .eaviron^nantes pe?ui s’dxercer par trois 
voies (^ffdrentes p |a Jarg^? puyeiture entre la. Norvege et le 
Greenland, la bai^ <ie Baffin ^t! le detroit de Behring. ILresulle 
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des observations que Faction qui s’exerce a travers le d^troit de 
Behring est tres minime. 

Nous savons qtie, dans FAtlantique Nord, la difference — M® 
a une valeur assez forte correspondant a ce qu’on a appele Page de 
la mar^e semi-diurne (§ 203). Cette difference va encore en s’ac- 
centuant dans les mers arctiqiies, ou Fage de la maree peut 
alteindre 6o heiires. 

On constate aussi dans ces mers une maree diurne assez impor- 
tante, qui s’explique inal ; elle ne pourrait venir que du systeme 
diurne Pacifique, par le detroit de Behring. 

Entre le Greenland, le Spitzberg et le cap Nord, nous avons 
d’abord toute une region ou les lignes cotidales sent tr^s espacees : 
la maree s’y prodiiit a peu pres simultan^ment, vers Nous 
trouvons ensiiite une serie de lignes cotidales lournant autour de 
la terre de Fran^ois-Joseph et redescendant dans la mer de Kara, 
ainsi qu’a Fouest de la Nouvelle-Zemble, pour p^ndtrer dans la 
mer Blanche, oii les lignes sent tres serrees. 

Une autre s^rie suit vers FEst la c6te asialique jusqu’au detroit 
de Behring. Tout ceci est nalurellement un peu hypothetique, en 
raisoia du petit nombre des observations, 

Sur la cote am6ricaine, la propagation continue dans le m^me 
sens. Mais, sur la c6te nord du Greenland, nous avons, au con- 
traire, une progression vers FOuest. L’effet produit par la ren- 
contre de ces deux ondes dans le voislnage du p61e reste encore 
entiferement conjectural. 

Dans la bale de Baffin, on observe des marges trfes fortes pre- 
sentant assez nettement le caractere dhme onde stationnaire avec 
une ligne nodale au milieu. 

En somme, on peut supposer que tout se passe dans les mers 
arctiques comme siFon avait deuxbassins distincts : d’une part, la 
baie de Baffin, qui constitue k peu pr^s un bassin rectangulaire ; 
d’autre part, Fensemble m^me des mers pblalres, II esf probable 
que cet ensemble poss^de une resonance suffi^aante, de telle sorte 
que k force perturba trice, malgr6 sa faibles^e, Sb trodvbra si;^- 
samment amplifibe pour produire^ de fbrte^‘m!arbbs, ^ ^ ^ | ^ ‘ ^ 

Mais, comme la fdrCC centrifagb cbm|iosbb stcc^trieH 
du p61e sou maximum dketion,. nous aurous irbs proba^lement 
UUe rbgion amphiclrbmi<|hb* 
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Cette hypothese s’accorde assez bien avec les lignes cotidales 
telles que les a trac^es M, Harris. 

Les observations sont siirtout nombreuses dans I’archipel 
nord de FAm^rique, entre les deux bassiiis dont nous venons de 
parler. On y constate des ondes deriv^es provenant des deux re- 
gions principales et cheminant dans des canaux extr^meinent 
compliqu^s; on ne peut encore songer a en faire la th^orie. Pour 
la plupartj ces ondes se dirigent de POuest a I’Est lorsqu’elles 
derivent de la mer principale ; d’autres, venant de la baie de 
Baffin, vont de FEst a FOuest. 

Faisons encore remarquer a ce sujet Fiinpossibilitd de la pene- 
tration de trois ondes progressives allant vers le Nord, ainsi que 
le voulait la theorie de Whewell, et comme le suppose aussi 
M. Harris. II faudrait, en effet, comme nous le savons (§ 217), 
que le potentiel perturbateur eut une valeur considerable ; or, il 
esL presque nul. 

On peut done affirmer que la progression ne se fait pas dans le 
m^me sens par les trois ouvertures. 

239. Maries de la M^diterranee. — Les observations montrent 
que les marges de la Mdditerran^e sont, en general, Ires faibles. 
Cela lient a ce que cetle mer peut 6tre sensibleinent assimilee k 
une mer int^rieure entierement fermee. 

Dans une mer interieure, les seules marges possibles sont dues 
aux forces perturbatrices locales. Si la mer est peu etendue, les 
valeurs du potentiel difT^reront tr^s peu, de sorte que les oscil- 
lations possibles seront faibles. Elies ne pourraient devenir fortes 
que s’il y avait une resonance tr^s complete. 

De plus, ces faibles oscillations doivent s’effectuer conform^- 
ment k la tb^orie stafeique. II y a maree statique, en effet, lorsque 
la periode de la maree est longue ; et il faut entendre par la que 
cette periode est longue par rapport k la periode d’oscillation 
propre de la mer considdree. 

Or, cette periode d^oscillation propre est d’autant plus coarte 
que la mer est plus profonde et plus ^troite. 

L ^tant la longueur du bassin oscillant, nous avons 

%L 



THEORIE 1)E HARRIS. 


395 

Pour certaines mers, nous pourrons done considerer une penode 
de 12 heures comme une pdriode tres grande, et, dans ce cas, la 
maree produite sera une inaree statique. 

On pent d’ailleurs s’en rendre compte en partant de Tequation 
g^n^rale de la maree dans im canal de profondeur et de largeur 
constantes (§ 129) 

^/l(p''=)v2cp — W. 

Si la p^riode de la force perturbatrice est grande, sera 
Ires petit. Posons 

X2(p — Y— 

L’dquation s’ecrira 

gh = — X^ W. 


Si A esl grand et X® petit, celte equation se r^duit sensiblement a 


d’oii 


r=o, 

const 


Mais on doit avoir aux extr^initds 


f =0 


Done est nul dans tout le canal, et I'on a 


Par suite 


= const. 
V = const ^ 


et Ton retombe bien sur la th(5orie statique. 

Cette conclusion cesserait d’etre exacte si la profondeur n’^tait 
plus tres grande. 


240. La M^diterrande n’dtant pas une mer enti^rement ferm^e, 
les marges y auront une double origine, En plus des marges qui 
se produiraient si le d^troit de Gibraltar n^existait pas, il faudra 
Lenir compte de Fonde qui p6afetre par ce d^trtdt, Mais cett€:onde 
est ti^s faible ^ cause de F^troitesse de Fouverture,! et s<u| 
est nainiixie. , , - . , ' ' , ' ^ f ^ 

Les ob5e)rvat^on^ f^t^s duns le 
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tude diminue i-apidement jusqu’a n’^tre plus que de quelques 
centimetres a Test de Gibraltar. 

II reste done a considerer surtout les marees qui prennent 
naissance dans la M^diterrande ell e-m erne. 

On pent, a ce point de vue, supposer cette iner partagee en 
deux bassins differents : la M6diterranee orientale et la Mediter- 
ranee occidentale. 

Dans le bassin oriental, limite par Fltalle et la Sicile, les marees 
observees sont presque exactement celles qui seproduiraientsiTon 
avait affaire a un bassin entierement ferine. 

L’etendue etant tres faible, la periode d’oscillation propre sera 
tres courte par rapport a celle de Foscillation contrainte, et cette 
derniere oscillation pourra se traiter alors conformement a la 
theorie statique. 

Le niveau oscillera autour du centre de gravity du bassin, qui 
est approximativement situ^ an voismage de la Crete : la maree y 
sera sensiblement nulle et, de ce point, divergeront des lignes 
colidales, plus serr^es dans la direction du m^ridien. En Crfete, 
effectivement, les mar(5es sont plus faibles que partout ailleurs, 
et I’ensemble des observations s’accorde bien avec cette con- 
ception. 

Dans la Mc^diterran^e occidentale, la question est un pen plus 
compliqu^e, parce que, si Ton peut comme dans le bassin oriental 
appliquer la theorie de I’^quilibre, il faut neanmoins adjoindre 
a la maree produite refifet, pas absolument ndgligeable, de Tonde 
provenant de TAtlantique. Quanta Tinfluence du bassin oriental, 
elle est trop insignifiante pour qu’il y ait lieu d’en tenir compte. 

La theorie de I’^quilibre seule donnerait les heures cotidales 6 
et 7 a Marseille et k Toulon, tandis qu’on observe en realitd 7 et 8 ; 
d’autre part, Pamplitude observee est notableinent sup^rieure a 
Tamphtude calcul^e (environ trois fois). Pour expliquer ce fait, 
M. Harris considere la partie de la Mediterrande limit^e k I’Est 
par la Corse et la Sardaigne, et constate que sa longueur est 

d’environ ^ done cette region ^tait completement feripde, elle 

se trodvemt vis-^-rTis de PAtlantique coj^me un golfe en reso- 
nance. Malgrd les ouvertures, il peut se produire une resonance 
ap|>roch^e^ oausunt P^s^gtnetAatioui d^atapli|i^|e constat^e. 
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Enire la Tunisie et la Sicile, ainsi que dans le d^troit de 
Messine, on observe une variation rapide des lignes cotidales. Ce 
phenomene est aise a expUquer. 

Snpposons les deux bassins de la M^diterranee completeinent 
fermes. Ils obeiront a la theorie statique et dans chaque bassin, 
comme les longitudes different peu, les oscillations seferont apeu 
pres simultanernent : il y aura done, dans les parties adjacentes, 
basse mer pour un bassin en meme temps que pleine mer pour 
Fautre. Si maintenant nous ouvrons les detroits, il j aura n^ces- 
sairement des lignes cotidales tres serrees, pour qii’une variation 
d’ environ 6 heures se produise d’un bassin a Fautre. An voisinage 
de la Sicile, les lignes cotidales passent de Fbeure a a Fbeure 7 . 

241. On observe ^galement dans la Mediterranee une maree 
diurne tres nette, qui est a peu pres la moitie de la maree semi- 
diurne. Ce rapport etant plus considerable que dans FAtlantique, 
on en conclut qu’il doit exister une resonance entre la periode 
diurne elFensemble de la Mediterranee. Cependant, si Fon consi- 
derait cette mer comme un bassin rectangulaire de profondeur 
unifonne, sa periode d’oscillation propre atteindrait tout au plus 
1 4 heures. Mais il faut tenir compte de ce fait que la periode 
d’oscillalion propre d’un canal est augmentee lorsqu’il y a vers le 
milieu du canal un I'etrecissement ou un seuil (§211). Dans le cas 
de la Mediterranee, les deux circonstances sont reunies : il pent 
done en resulter une resonance assez bonne avec la periode 
diurne. 

242. Maries de FAdriatique et du golfe de Gabes. — Dans le 
fond de FAdriatique, ainsi que dans le fond du golfe de Gabes, on 
observe des marees plus fortes que partout ailleurs dans la Medi- 
terranee. 

L^Adriatique peut etre consideree comme un golfe de loit- 
gueur^- Il y aura done un ventre i Fentree el au fond, ^t,un^ 
Jigne nodale au milieu, mais aucune re§onanQ$|iie se produit de 
ce fait, puisque FAdriatique debojuche liJ)rqmq|L^*siar4a 

ranee (§ 132). , . ^ ' i T 1 N m : 1 i ; I ^ ^ ‘ M ? 

Ce qui explique le renforoemeat constate au fond^ 
profondeur;^ e$t mioilddi’ei' 
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Nous savons, en efFet (§ 4 o), que, si Ton considere roscUlation 
propre d’un bassin constitue par une s^rie de biefs, I’amplitude esL 
plus considerable dans les biefs de inoindre profondeur. Ceci 
s’applique egalement aiix oscillations conlraintes, et Ton pourra, 
dans des mers peu profondes, observer sous certaines conditions 
des marges relativenient considerables. 

Considerons, par exemple, tin bassin ferme constitue par la 
succession de deux canaux de profondeurs h et h! differentes, le 
canal profond s’etendanl de 5 = — a ^ = o et le canal peu pro- 
fond de 5 = o a 5 = a. Choisissons les unites, de telle sorte qu’on 
ait ^ = I ; requatlon du probleme sera alors 

— W. 

Prenons, comme precedemment, pour expression du potentiel, 
au facteur pres, 

W — - 1 - y. 


L’integralc generale del’equation sans second menibre pourra se 
meltrc sous la forme B cos(jJi^H- e), B et e etant deux constantes 
arbitraires a determiner; de sorte qu’en sous-entendant toujours 
le facteur on aura, dans le canal profond, 


W 

Cp = B COS(p.5 H- s) H- ^2 -h 


2 Aa 


et dans I’autre canal 


avec 


W 

<p = B' COS(fJL'^ + s') ^2 


2A'a 


— = A fX® =: h' 


Si nous SLipposons que la profondeur h soil grande, mais finie, 
X etant infiniment petit d’ordre i , nous aurons sensiblement dans 
le canal profond «p = const, et sa maree obeira la theorie de 
Fequilibre (§ ^ 9 ). 

Mais il pent arriver* que soit bea^ucotip plus grand que B. 
Ecrivons, en effet, ie$ deux odUiditioms de wntinuite pour ^ =r= 0. 
On doit avoir, d’abor^. 


' , r , ^exh rt' ’ 

IS o<^ss coss^ 


'A* 
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puis, en exprimant que c^est-a-dire h est contmu, 

B A [JL sin £ = W h' (jl' sm e^ 

Supposons que Ii soitiiifiniment petit d^ordre 2 ; dans ces condi- 
tions, p.' sera d’ordre zdro comme A et [jl d’ordre i comme A. Par 
consequent, le rapport 

B' h\L sine 

sera mfiniment grand du premier ordre, a moins que sine ne soil 
nuL 

En g^n^ral done, dans les parties peu profondes^ la theorie de 
Pequilibre ne s’appliquera plus et Tainplitude sera consid^ra- 
blement augment^e. 

Pres du golfe de Gabes se trouve prdcis^ment une region beau- 
coup moins profonde et assez etendiie : les marees y seront done 
relativement plus fortes. 

De m^me dans FAdriatique ou il y a, de plus, un r(§tr4cisse- 
inent : les deux conditions agissent dans le m^me sens, et pro- 
duisent Faugmentation d’amplitude constat^e. 

D’apres M. Harris, il y aurait, dans FAdriatique, superposition 
d’line onde stationnaire et d’une onde progressive. Nous avons 
d^ja indiqu^ au paragraphe 236 les restrictions qu’il convenait 
d’apporter a la fa 9 on dont M. Hams concevait la propagation du 
pbenomene. 

Sous I’action de la force centrifuge compos^e, les lignes coli- 
dales dans FAdriatique paraitront rayonner autour d’un point 
amphidromique situ^ dans le voisinage de la c6te italienne. 

243. Maries des mers europ^ennes proptement dites. — A 
Fentr^e dela Manche et au large des lies Britanniques, nous trou- 
vons la ligne ectidale d’heure 4 ^ parailMe k la e6te. La 

mar^e est maximum sur la c6te de France dimunnaj^yers 

e Nord ; cet affaiblissement dent k la py^senefe de la li^me 
lu; syst^me Nord-Ailantiqac. ' ' ^ ^ ^ ^ ; : ' , M 1 , | ‘ if ^ j L 

De la fronti^re orieniale de cd $jsikxkk^ d4^iyenl didse^^afajllaM 
Idnie^y' vers FEsiJ Un^ da o!ixdesf suii lr40te^i|L|)r|J ^4 pc 
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redescend vers le Sud dans la mer du Nord, Une autre penetre 
dans la Manche et se dirige ^ers le Nord-Est {fig- Sg). 


Fig. 59. 



Le concours de ces deux ondes donne naissance dans la mer du 
Nord k une region ampliidromique silu^e k I’ouvert du Skagerrak ; 
un aulre point amphitj^omiqufe se trouve ^galepent form6 plus au 
Slid, entre la K|oUande el PAi^gi^terre., Ep g^n^ral, les points de 
mar^e nulle, se trouvant en plcine n?0nt pour la pluparl 
qu’une existence Lypot]i^ltiquie^.Jl ,n’en;0st pas de des deux 

pointy d6 la^ in^r j to 4^4 ipetits. fpnds de, cette 
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mer, on a pu constater leur existence par Fobservation, soil en 
immergeant un manometre enregistreur, soil plus simplement par 
des sondages efiectues a bord d’nn batiment au mouillage, 

C’est a Feffet de la force centrifuge composee qu’est due la 
formation du point amphidromique situe dans la region sud de la 
mer du Nord. Nous avons, en effet, dans celte portion assimilable 
a un canal, deux ondes allant en sens contraires; leur expression 
(§66) sera de la forme 

cp = e cos t X I tit — = 1 j 


et chacune d’elles sera plus forte sur une rive que sur Tautre. 
L’onde venant de TOuest sera en quelque sorte collie sur la c6te 
conlinentale et celle qui vient du Nord sur la c6te anglaise. 

La mar^e sur la cote ouest de Norv^ge est alimentee par une 
portion de I’onde d^riv^e du sjsteme Nord-Atlantique qui passe 
entre les Shetland et les Feroe. Nous avons expliqu^ prdc^demment 
(§ 228) comment les interferences des ondes qui contournent 
rislande produisaient deux points amphidromiques dans la region 
des Feroe. 

La mer d’lrlande prdsente cette particularity que la mar^e y est 
franchement stationnaire. On trouve, a I’entrye, I’heure cotidale 5 
jusqu’au nord du canal de Bristol, puis I’heure 1 1 depuis Anglesey 
jusqu’aii canal du Nord. Dans la region intermydiaire, vers la 
ligne nodale de ce systeme stationnaire, les iignes cotidales sont 
tr^s serrdes. Cette onde stationnaire est due k I’interfyrence de 
deux ondes ddrivyes d’amplitudes sensiblement dgales etmarchant 
en sens contraires apr^s avoir contourny I’lrlande, Tune par le 
Nord, Faiitre par le Sud. 

Sous rinfluence de celte double propagation^ la xner d’lrlande 
se comporte comme un canal de longueur A, dont les deux extr^- 
mit^s ouvertes spnt sounaises a la myine mar^e ooe^tnique, sans 
difference de phase. II y aura addition des ainplitud^Sj aVle^ 
tion de deux Iignes nodales inte^ydi^res.* f 

progressive venant du Sud y^ant prydoni^a^te^ q’Jept 
primtale qned’pU'Oonstatfrafleis maH<^ le^ 

de r, action 4e,l^ fffml 
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dans une onde stationnaire (§ 131), les phases de la marde et 
du courant doivent ^tre decal^es de 90®. On observe, en elFet, 
que dans le voisinage del’ile de Man, ou se trouve un ventre pour 
la maree, les courants sont minima ; ils sont, au contraire, tres 
violents un peu plus au Slid, vers la ligne nodale de la maree. 

Dans le canal du^Nord, la ligne nodale qui devrait exister est 
remplac^e par une region amphidromique due a Faction de la force 
centrifuge compos^e. Dans la partie sud, le maximum d’amplitude 
de la mar^e est surtout tres net sur la cdte anglaise, a I’ouvert du 
canal de Bristol; on le constate ^galement sur la cote d’lrlande, a 
Fest de Cork. 

La Manche, ainsi que nous avons d^ja eu Foccasion de le 
signaler (§ 199, 219), est parcourue par une onde progressive 
tres nette, dont la vitesse de propagation est bien en rapport avec 
la profondeur. Mais on pent, d’autre part, considerer la Manche 

comme un golfe de longueur ^ ferm^ par le Pas de Calais. 

On observe, en eiffet, Fheure cotidale 5 k Fentr^e et Fheure 1 1 au 
fond, et les lignes cotidales sont tr^s serr^es prfes de Cherbourg, 
dans une region centrale qui correspondrait k la ligne nodale. De 
plus, on constate dans cette region un minimum de la mar^e. 

Sur la c6te anglaise, la valeur moyenne de Famplitude semi- 
diurne, qui est de 3“,6 a Falmouth, diminue jusqu’a seule- 
ment a Fouest de File de Wight pour remonter a 5™, 7 a Dun- 
geness. 

De m^me, sur la c6te frangaise, on a 4”N ^ Ouessant, puis 7^^ 2 ; 
8“^, 4 k Saint-Malo; 4*” a Cherbourg; 5"", 2 au Havre; 6'^, 6 a 
Fembouchure de la Somme. H y a done bien un minimum, quoique 
Famplitude reste encore considerable. 

La superposition* d’une onde progressive^ une onde stationnaire 
rend bien compte de Fensemble des observations. L’hypothese 
d’une onde progressive ne soul^ve ici aucune difficulte, puisque 
cette onde pent sortir par le Pas de Calais. La presence de Fonde 
stationnaire explicjue le decalage mis en evidence par les obser- 
vations entre la maree el le ceurant, et qui ne devrait pas avoir 
lieu si Fonde progressive ^elistait settle. ^ 

La ferce de t31orioI&|>rcidiit dhe inflexioh de$ lignes cotidales. 
li eh r^sulte qhe^ stir' la^cdte anglaise, entre 
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Selsea-Bill et Dungeness, la maree parait se propager de I’Est 
vers rOnest. 

24^4. Considerations generales sur Tetat actuel de la theorie. — 
Nous ne pousserons pas plus loin Fexpose de Finleressante syn- 
these par laqiielle M. Harris a tente de relier d’une maniere plau- 
sible Fensemble des observations que nous possedons actuellement. 
Sa nmaniere de voir s’ecarte beaucoup de celle de Whevvell et ne 
se heurte pas, dans ses principes generaux, aux illumes objections 
essentielles. 11 est vi'aisemblable que la theorie definitive devra 
einprunter a celle de Harris une part notable de ses grandes 
lignes. 

Les idees qui ont guide M. Harris nous permettent de mieux 
apercevoir le parti qu’on peut esperer tirer de la methode de 
Fredholm. 

Ainsi que nous Favons dil, cette methode d'integration fournit 
theoriquement la solution du probleme des marees ; mais la neces- 
sity de tenir compte analytiquement de la loi de profondeur et de 
la forme des continents conduit, en pratique, a des calculs mextri- 
cables. M^me en se contentaiit d’uneloischemalique grossiere, les 
calculs, quoique considerablement simplifies, seraient encore 
tellement compliqu^s qu’un tel labeur sei^ait hors de proportion 
avec Fapproximation inceitaine du resultat. Nous ne sommes done 
pas encoi'e en mesure de calculer les marees d’un bassin oceanique 
reellement existant. Mais la methode de Fredholm pourrait etre 
neanmoins tres utile si Fon se bornait a Fappliquer a un des bassins 
systematiques de M. Harris. 

L’idee directrice de la theorie de M. Harris est de chercher a 
decouper dans Fensemble des mens un systeme en resonance avec 
la periode d’une des differentes marees diurnes ou semi-diurnes. 
11 est done necessaire de savoir evaluer la periode d’osciliation 
propre d’un bassin dont les limites sont plus ou moins imposees. 
Pour cela, M. Harris est amene k faire un certain nombre d’hypor- 
theses simplificatrices. H assimile le bassin consid^re, soit 
rectangle, soit k un Iriangle, soil a tyxe autre figure, 
tres simple et plane : il ne tient don^ pas coimpte 
D’autre part, il neglige ^galemenfe . Faction de ifppoe 
ctnbposee; la prafondeur ^qst tsuppqsee w 
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compte de ce que les limites du bassin sont souvent tres mal 
d^finies, de ce qu’elles sont perches d’oiivertures, etc, ^ 

Comment se rendre compte de Tinfluence de toutes ces circons- 
tances si diverses sur la p^riode d oscillation propre dn bassin? 
M. Harris essaie d’y parvenir aPaide de certains lemmes emprimtes 
soit a la th^orie, soit a I’experience, soil encore a robservalion, 
et qui indiquent dans quelle direction telle on telle circonstance 
fera varier la p^riode. 

Un premier parti a tirer de la methode de Fredliolm serai t de 
donner a ces lemmes un fondement plus solide. 

Par example, en ndgligeant la force centrifuge coraposee, nous 
avons pu trailer (§ 211) le cas d’un canal presentant en son 
milieu ou vers ses extrdmit^s une diffm^ence de profondeur; 
Femploi de la m^lhode de Fredholm permettrait de se rendre 
compte de rinfluence de la force de Coriolis dans des cas simples, 
de savoir si la p6riode serait allong^e ou raccourcie, et de combien. 

M^me on pourrait prendre un des systemes de M. Harris, et 
calculer $a pdriode propre; il suffiraitde I’obtenir a une decimale. 

En second lieu, M. Harris traite ses systemes independamment 
les uns des autres, comme s’ils constituaient des mers ferm^es. 
Or il n’en est pas ainsi, puisqu’ils se superposent; et bien souvent, 
pour obtenir la concordance avec les observations dans les parties 
communes, on est oblige de recourir k des hypotheses qui ne 
s’imposent pas. La methode de Fredholm pernaettrait pr^cise- 
ment de voir dans quelle mesure on a le droit de traiter cheque 
syst^jme isol^ment, et quel serait Pelfet de la superposition. 

Une autre question fort importante se pose encore tout 
instant, e’est de savoir ce qui se passe dans un golfe ou un d^troit. 
Nous avons affaire, dans ce cas, k une aire bien d^limit^e, et Ton 
peut consid^rer comme une donate la maree observ^e k Fembou- 
chure. Il serait tres int^ressant de faire une th^orie complete a 
Faide de la methods de Fredholm et de la comparer aux obser- 
vations, quitte a tenir compte danscetle comparaison de certaines 
circonstanees locales susceptibles de tronbler, dans le voisinage 
des iror^graphes, la'inet-^e qu’il y atirait lieiu d’observer. 

II esl ais^] d^apetcevoir fFimportanoe qu*aurait une pareille 
th^ori^. ExainiAo4s|,.eadtttj<|uelleist }e? wconnlues qui restent 

k d^terniner- iStreconsiddr^ camm?e 
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certain d’avance, et le doute ne pent pas porter siir les points 
essentiels de la theorie. 

Les seals points sur lesquels on puisse avoir doute sont, d’une 
part Faction clu frotteinent, d’autre part Faction des marges 
internes du globe. Analjsons brievement Tinfluence possible de 
ces deux mconnues. 

24-0. En ce qui concerne le frottement, nous avons expose 
prec^demment (§ 121) les calculs de M. Hough. II en r^sulterait 
que Finfluence du frotteinent doit ^tre consid^ree comme negli- 
geable dans les grands bassins profonds. 

Mais dans quelle mesure les coefficients employes parM. Hough 
correspondent“ils a la realite? Ici, le doute est permis. Le coeffi- 
cient de viscosite de Feau a en effet, determine exp^rimenta- 
lement dans des bassins a fond plat. Si le fond est accident^, 
d’autres ph^nomenes peuvent se manifester; ilpeut se produlre des 
remous, des tourbillons permanents : a la lunite de ces tourbillons, 
on aurait alors un frottement plus considerable et, par suite, une 
absorption deforce vive. Dans quelle mesurela mar^e en sera-t-elle 
aflectee, c’est ce qu’il est assez difficile de dire. Pour les grands 
bassins, il n’y a certaineinent rien k changer a la theorie , mais il 
n’en est peut-etre pas de meme pour un golfe pen profond, et il 
serait tres interessant d’avoir par les observations un moyen de 
trancher la question. 

Assimilons le golfe a un canal; shl n^y a pas de frottement, et 
si nous SLipposons la profondeur constante, la hauteur ^ de la 
maree doit satisfaire k Fequation differentielle (§ 236) 

— X*^ = — aAa. 

Au fond du golfe, nous aurons une relation exprimant que 

est nul et d’ou nous tirerons la valeur de ^ au fond du golfe, soit 
en plagant Forigine au fond 

Nous pourrcKUS 4oho iimegrer Fequation fet ooiaparer-tes resullats 
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Si, au contraire, le frottement est sensible, il faudrait en tenir 
compte par Pintroduction d’un terme ^ notre equation diffe- 

rentielle deviendrait 

II pent en r^suller de tres grandes differences, surtout si a est 
negligeable. 

En effet, si a est negligeable, et s’il n’y a pas de frottement, on 
ne pent avoir qu’une onde stationnaire, parce qu’il y a egalite 
entre I’onde r^flechie et Ponde incidente. 

II n’en est pas de m^me si o, meme a = o, car alors Ponde 
reflechie n’est pas de m4me grandeur que Ponde incidente. Dans 
ce cas, nous aurons superposition d’une onde stationnaire etd’une 
onde progressive. 

Seulenient, il ne faut pas croire que cela donne une onde 
progressive se propageant avec la \itesse due a la profondeur; la 
vitesse dependra necessairement de k et se trouvera done mo- 
difi^e. 

G’est ce qu’on observe, par exemple, dans Pestuaire d’un fleuve. 
Dans le golfe lui-m^me, on a Pequation ordinaire 

Un peu plus loin, dans le fleuve, il faut introduire le terme du 
frottement. Non seulement la vitesse de propagation se trouve mo- 
difi^e, mais Pamplitude va en diminuant rapidement; la marde 
finit par s’annihiler sans se r^fl^chir. T1 n’y a done pas d’onde 
reflechie et, dans le golfe m6me, subsiste seulement Ponde pro- 
gressive incidente se propageant avec la vitesse 

On pourrait done se rendre compte, par la comparaison des 
observations avec la th^orie, s’il est legitime de consid^rer dans 
un golfe le frottement comme negligeable ou, dans le cas contraire, 
determiner son coefficient. 

Mais il y a encore une autre inconnue. La crotlte solide du globe 
n’est pas invariable, elle est soumise a des marees dont Paction se 
combine avee les|r|^4e^ |:^prf s de la cofic^e liquide. Si Pon posse- 
dait une t^lemr tfeebric^e jdei^^ieres dans une aire 
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bien delimit^e, il serait possible de determiner par comparaison 
avec les observations la part qui revient aux marees de Tecorce. 

Ces considerations suffisent pourmontrer combien lathdorie est 
loin d’etre adievde, et dans quel sens il y aurait lieu de travailler a 
la perfectionner. 
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246 . Maries dans tin fleuTe de section rectangulaire — J u squ’ i ci , 
nous avons toiijours suppose que la profondeur dtait siiffisamment 
grande pour qu’il n’j edt pas lieu de tenir compte de ses variations 
dues a la mar^e elle-m^me. Dans les rivieres, la profondeur est, 
au contraire, trop faible pour qu’on puisse conserver cette hypo- 
th^se, et les Equations du probl^me ne seront plus aussi simples. 

En premier lieu, nous n’aurons pas le droit de negliger le frotte- 
ment. 

De plus, les ddplacements n’dtant plus tres pelits par rapport a 
la profondeur, nous ne pourrons plus negliger leurs carr^s, et 
nous n’obtiendrons pas des Equations lin^aires. 

II est done n^cessaire de recourir k une analyse plus complete. 
Nous nous bornerons k Fetude d’un cas simple. Nous supposerons 
un fleuve rectiligne, de largeur et de profondeur constantes, et 
dont le fond est constitud par une surface plane d’inclinaison I 
constante. S’il n’y avait pas de marine, la surface Ifbre serait un plan 
parall^le au fond et, en coupant le fleuve par des plans verticaux, 
on obtiendrait comme sections des rectatigles Bar, strfi^e 

la mar^e, la surface libre devietidlra une surfac^e ^lirbe^.^ ' / ; i 

Prenons le plan du Tableau, suit le plan vertieail 
riviere, comiue plan des xz 6o). 2 . t 
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zdro, s’il n’y avail pas de maree; et par j/, z' les coordonn^es 
de cette m^me molecule a Pinstant en tenant compte de la 
maree. 

Nous aurons d’abord comme dans un canal 

y=r 

Le plan verlical projete suivant AB d^coupe dans le fleuve une 
section rectangulaire appelee tranche. Sous Paction de la maree, 
cette tranche se d^placera et viendra occuper la position A'B' 


Fig. 6o. 



Nous ferons cette hypoth^se que A'B' est comme AB un plan 
parallele au plan yz^ c’est-a-dire que est fonction de x seule- 
ment. 

Cette hypo these a toujours ^t^ faite jusqu^ici : la fonction o 
etait constante le long d’une m^me verticale a cause de la petitesse 
relative de la profondeur de la mer par rapport k la longueur 
d^onde. Ici, la longueur d’onde devient beaucoup plus courte, mais 
Phypoth^se continue a 4tre legitime parce que la p^riode est rela- 
tivement tr^s longue. 

Posons 

AB = A, 

A'B'= h\ 

(i 4tant, par hypolh^se, une constante. 

Soit u le d^placem^t; nous aurons 

x'i=^x4-u. 

Lorsqqe nou|s negjigiqn^ ,carr6s des d6placements, nous 


(0 
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avions comme equation du mouvement 

d~u __ d{y — p) 
dt^ ~ dx 

II etail alors indifferent de considerer u comme fonction de t et 
des coordonnees initiales z ou comme fonction de t et des 

coordonnees actuelles x'^ y', z', lei, il est n^cessaire de faire 

• d^ u • • 

attention : represente I’acceleration, u doit ^tre consid^re 

comme fonction de t et des variables initiales x^ y, qui restenl 
les m^mes pour la molecule consideree. Dans le second membre, 
au contraire, ce sont les coordonnees actuelles qui doivent inter- 
venir. Nous devrons done ecrire Pequation sous la forme 


d^u ^ d(\ — p) 
dt^ “ Ox' 


Mais de (i) on tire 


d^x' 

dt^ ~ dt^ ^ 


d’ou, en portant dans (2), 


d^x' ^ d(V-^p) 
dt^ Ox' 


Multiplions par ©st fonction de ^ et de ^); il viendra 


d^x' dx _ d{y — p) 
dt^ dx ~ dx 


Or, V — p est, a un facteur constant pres, la fonction qui a la 
m^me valeur tout le long d’une meme verticale. En B', on a 

V —p = — POH- W, 

W etant le potentiel des forces perturbatrices et Vq la valeur 
conslante du potentiel dtz k la pesanteur dans H plan horizontal 
des xy. Par consequent, 

d(W^p) _ ^ 

dx ^ dx 

Nous avons, d^ailleurs, 

( 4 ) Qi m ^od 



4 

d’ou 
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et 


dz’ - da/ dh! 

^ = tangly + ^ 


d(V—p) ,dx' 


d(W-gh') 

dx 


En portant cette valeur dans I’equation (3 ), nous obtenons fina- 
lement 


(5) 


V dfi 


■ g tan 


»A — 

» 7 ax 


d{\V-gK) 

dx 


De plus, nous avons I’^qiiation de continuite. Consid^rons 
deux tranches infiniment voisines, elles delimilentle volume d’un 
petit prisme debased et de hauteur dx. Par suite du d^placement, 
la base devient hi et la hauteur dx^ , On aura done 


( 6 ) 


h dx = hi dx'. 


:247. Tenons compte maintenant du frottement. 

11 faudra, pour cela, introduire un terme proportionnel k la 

vitesse, etchang*er en -h L’^quation (5) deviendra 
alors 


(7) 



d(W^,^h') 

dx 


Designons par Uo la vitesse d’dcoulement du fleuve vers lamer, 
abstraction faite de la maree. G’est une vitesse uniforme, qui se 
d^terminera par cette condition qu’elle doit 6 quilibrer le frotte- 
ment. S’il n’y a pas de maree, le second membre de I’dquation ( 7 ) 
est nul; on a, d’ autre part, 

dx' dx' 

dti- dt ~ dx 


Done la vitesse Uo est donnee par I’equation 
(8) ' ; . . . ^Uo=>tarigI. , 

Posons 


(9) 
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S’il n’j avail pas de inaree, on aiirait simplement 

x'= x — Uo^ 


Par consequent, ? repr^sente le deplacement du a la maree. 
Posons egalement 

(lo) h'=h~^w, 


^ ^tant la hauteur de la mar^e. 

^ et w sont des quantiles tres petites, mais qui ne sont pas 
n^gligeables par rapport a k. 

Nous pourrons en general faireW=o, c’est-a-dire supposer 
que le fleuve n’a pas de maree propre, pai'ce qu’en raison de la 
petite ^tendue du fleuve, le potentiel perturbateur est constant sur 
toute cette etendue. 11 n’y aura pas ainsi d'autre maree que celle 
qui proviendra de I’ext^rieur. 

Dans ces conditions, que deviennent nos equations ? 

De ( 9), nous tirons 


dx' __ 

dx “ ^ ^ 


dx^ 

dt 


= — Uo 


dt ’ 


d^x^ _ 


et de (10) • 


dh' _ dw 
dx dx 


En substituant ces valeurs dans (7), nous ob tenons 



-/Uo + ^tangl) 


c’est-i-dire, ea teaanl compte de (8), 


(n) 





pliant k i’^qaatioa de !(^)5, e^e s’^cpj 




4t4 

c’est-a-dire 
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(la) 




I. 


Les deux Equations (i i) et ( 12 ) nous determineront ^ et w qui 
sont les deux inconnues du probleine. 


248. Premifere approximation. — Nous allons d’abord supposer 
qu’on neglige le frottemenl el les carr^s des inconnues ; par suite, 

le produit^ ^ - Nos deux Equations se r^duisentalors a 

dw 


et 


dV^ 

dx 




w 


On deduitj de cette derniere Equation, 


dw __ j d^ 


d’oii, en substituant dans la pi'emiere, 


dt^ ^ ^ dx^ 


et 


d^ w 
dV^ 


, d^w 


C’est Tequation des cordes A^ibranles; elle s’integre immedia- 
tement et nous donne 

w = F (ar — i v/Ja) -f- F, (a? + i v/?A)- 

On peut remplacer x par sa valeur x' et comme, a 

ce degr^ d’approximation, nous n^gligeons $ dans I’expression 
de HP, nous aurons, 

pp = F[ar'— U»)]h- Ft[a:'H- Uo)]. 

Onretrouve bieh, coinWe' fcelii devait Stre, deux ondes progres- 
sives : Tune se propage d^s le sens des x posilifs, c’est-ii-dire 
ers rainont., Etvec 4 V^‘— U^, l^utre se propage vers 
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Taval avec la vitesse \/^A-i-Uo. Les deux ondes sont done 
entrain^es par le courant 

Mais la solution complete convient-elle, et quelle valeur faut-il 
attribuer aux fonctions F et ? 

Si nous consid^rons la riviere comme indefinie, il n’y aura pas 
d’onde reflechie et Tonde d’amont subsistera seule. 

En realite, la riviere s’arr^te et, s’il n’y avait pas de frottement, 
I’onde se reflechirait totalement, il faudrait faire F = F^ etTon 
aurait une onde stationnaire. Seulement, tout se passe dans la 
nature comme si Tonde se propageait en diminuanl d’lntensite et 
se trouvait ^teinte aTextremite. On s’^tonnerapeut-^tre que, dans 
cette premiere approximation ou nous n^gligeons le frottement, 
nous tenions compte n^anmoins d’un des effets de ce frottement 
qui est d’annibiler I’onde reflechie. C’est que par suite du frotte- 
ment Ponde reflechie se trouve divisee par un facteur de la 
forme I ^tant une longueur de Fordre de la longueur de la 
riviere. Or, ce facteur pent ^tre tres grand, bien que f soil assez 
petit pour ne pas influer d’une mani^re sensible sur la vitesse de 
propagation. Nous devons done admettre qu’il iPy a pas d’onde se 
propageanl vers Taval, et prendre 

Fi = o. 

Quant a la fonction F, on la d^terminera par cette conside- 
ration que la mar^e est donn^e a Fembouchure nous 

devrons avoir en ce point 

tvo= F[- Uo)] 


et la fonction F se trouve ainsi completement d^terminde. 

Si nous comparons la solution ainsi obtenue avec les rdsultats 
des observations, il faut naturellement s’attendre k trouver des 
discordances. , ' 

D’aprds la thdorie, la marde se propagerait sans s’affaiblir ni se 
ddformer, e’est-^-dire qu’on retrouvers^it la nidme fonction F dm 
tons les points de la rividre. Or, Fexpdrience lUsomtre d^abordi qjtle 
la marde va en s’affaiblissant : ceia tient a Fimfluemce^ 4^' 
tement, commo nous le vqrrons tout k Fheure., . ^ ’ i 1 1 [ Ni ^ 

^En second la' ferrii^e de 
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si nous supposons a Fembouchure une simple maree sinusoidale, 
la mar^e restera sinusoidale en tous les points de la riviere. 

Soil done 

<v cos [x(x — t sf^h) 

La mer mettrait alors le meme temps a monter qu’a descendre. 
Or^ Fobservation montre qiie la duree du flot est inferieure 
a celle du jusant. 

7 ^ 

De plus, ^ etant proportionnel a I sera proportionnel a 

sin [x couranl ~ sera proportionnel a la maree 

Les maxima et minima du courant correspondraient a ceux de 
la maree. Ceci n’est pas v^rifie non plus : il n’y a pas maximum 
du courant de flot an moment de la pleine mer. 

11 est done impossible de se borner a la premiere approximation. 


249. Deuxi^me approximation. — Nous continuerons a n^gliger 
le frottement, mais nous tiendrons compte du carr^ des d^pla- 
eements. 

Posons 

w K 
A = A = 
gh = Y*. 

L’^quation de continuity ( 12 ) s’ecrit alors 

d\ I 
I -H = — • 
ax Y) 

Quant a I’^quation (ii), elle devient, en supprimant le terme 
relatif au frottement, 

^ i . ^ 

dt^ t\ ' ^ dx 


Nous avons done finalement k rdsoudre le systeme d’^quations 

(13) 

(14) 


dt^ ^ ^ dx’ 

dl i' 
dx 


% dpit^ ipcoiwne^, |,?t ,7i; Notts Be cJierclierpiDis pas I’iittd- 
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grale generale, mais une integrale par ticii Here, qui a ete indiquee 
par de Saint-Venant, et qui donne la solution du probleme. Pour 
cela, nous chercherons si Ton peut satisfaire a la fois aux equations 
{i3) et(t4) et a r^quation 

<i5) 

a et [3 etant des constantes. 

II s’agit de montrer qiie ces trois equations peuvent ^tre 
compatibles. 

/72 S 

Calculons > nous aurons, de deux manieres differentes, 

d-^ a dr^ ^ dy\ 

o ^ 

De meme 

d^^ a dT\ ^ i dr^ 

dx dt ^ ^ dx ~ 7)^ dt 

D’ou, en multipliant membre a membre, 

dr^ dr, y® dr^ dy\ 

^ri dt dx Tj dx dt ’ 

■ce qui se reduit a 

a2=4Y2, 

Telle est la condition que doit rempllr a pour que les trois 
Equations soient compatibles. II en resullerait deux solutions dis- 
tinctes correspondant a deux ondes; mais, les Equations n’^tant pas 
lin^aires, leur superposition ne donnerait pas I’int^grale gdn^rale. 
Nous prendrons 

a=i2Y, 

ce qui correspond a une onde se propageant versl'/atttont dan$ 
riviere md^finie. 

Alors, toute solution du syst^jmo id’4quation$ 

^ y— Q 

' I ) ‘ 1 1 . ■ ^ ! ) ■ ! ; y : 

‘ p. Hr. , 
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satisfera 6 galement a I’eqiiation (i3), et nous aurons 


dt\ 

dt 



L’inconnue v] est done assujettie a satisfaire a une Equation aiix 
d^riv^es partielles du premier ordre. 

L’integration de cette equation se ramene, comme on sail, a 
celle d’un systeme d’equations difF^rentielles ordinaires, lequel 
est icl 


dl dx dr\ 



Nous avons de in^me 

d\ = — I j H- s/r^ -h j3), 

ce qui, en remplagant dx et dt par les quantit^s qui leur sonr 
proportionnelles, nous donne 

dt ^ dx ^ dri ^ 

' 3y v^- '(71^-1- p 

Calculous ^galement dx\ De ( 9 ), on tire 
dx =. dx — Uo -I- d^ 

et, en remplagant dx^ dt et d\ par les quantit^s respectivement 
proportionnelles, on a finalement 

(16) _ ~ ^ ^ 

3yv/^+p_u.“ I ~ 

Maintenant, quelle est la valeur de p ? 

i reprdsente une fonction p^riodique; par consequent, la valeur 
mojenne de ^ sera nulle. Or, 


La valeur mojenne de tj est sensiblejnent i ; on aura done sen- 
siblement 

pis— aj.. , 
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250. Nous venons ainsi d’int^grer ^ non pas Inequation diffe- 
rentielle elle-meme, mais fe systeme Equivalent. Pour passer de 
Fun a Fautre, prenons coinme variables el t. 

Nous aurons d’abord, puisque dr^ = o, 

Tj = const. 

avec 

^ = 3 7 P — Uo- 

Or, ^ est une constante, Uq est egalement une constante ; on 
pent done poser 

dx' __ I 
fit e ’ 

£ etant une fonction de r\. Done, nous avons 

( r, = const., 

^ ^ j t = ex' -h const. 

Si nous considErons y], et t comme les coordonnEes rectan- 
gulaires d’un point dans Fespace, on voit que les equations (in) 
reprEsentenl des droites qui &ont toutes parallEles au plan yj = o. 
Celles de ces droites qui sont dans un mEme plan sont paralleles 
entre elles et ont pour coefficient angulaire s ; mais la direction 
varie d’un plan a Fautre. 

Le lieu des points v), .a?', £ est done une surface reglEe a plan 
directeur. Toute surface rEglEe engendrEe par les droites du sys- 
tEme (17) satisfera a Fequation aux dErivEes partielles, et FEqua- 
tion gEnErale de ces surfaces rEglEes, c^est-E-dire FintEgrale gEnE- 
rale de FEquation aux dErivEes partielles, se mettra sous la forme 

(18) 7] 

Cette Equation nous donne un instant quelconqnfe t h Jxauteiir 
de la marEe = A (ri i) en un point qneleon}(jue^a/:(Ju fienve* 
x' dEtermine bien, en offet, le point du fl^uvo mini 

se irouverait un observateur non entratoE par le oourauft ; E 
point ^ ^ 

^ P^staift ihiti^l : s\ 

l^p^^p* - j ' . / * i 5 5 ^ [ t ^ 1 1 r ? / ' 

Id aqluiion 
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propageant avec la vitesse 

^ r= Sy “ Uo. 

Cette Vitesse est variable avec y\ ; elle sera plus grande si*/) est 
plus grand : par consequent, la pleine mer se propage plus vite 
que la basse mer. Nous verrons bientdt une consequence impor- 
tante de ce fait. 

Si Ton neglige le carre de (v, y\ est peu different de un, et la 
vitesse de propagation se reduit ay — Uo ’ on retrouve le resultat 
de la premiere approximation. 

II reste a determiner la forme de la fonction arbitraire qui entre 
dans la formule (i8). Pour cela, il suffit de connaitre la maree a 
I’embouchure, qui est la cause du ph6nomene. Nous devons la 
consid^rer comme une donate de la question ; a Femboucliure 
a:' = o, la loi de la mar^e nous fournit done la relation 

-n =/(0 

et la fonction /est compl^tement d^termin^e. 

La solution particuliere de M. de Saint-Venant satisfait ainsi 
aux conditions du probUme, la riviere ^tant toutefois consider^e 
comme ind^finie. 

Quant au courant, son expression est celle de mais en pre- 
nant x comme variable ind^pendante, soil 

— Uo-f- ^ =2y/n ~2y — Uo 

On voit que le courant est encore fonction de seulement, 
c’est“^-dire de la hauteur de la maree : ses maxima et minima 
coincideront done avec ceux de la marde, tout comme en premiere 
approxSn^ation* t C’est, ap frottement qu’est dd le d^calage qu’on 
observe x^eli^ent / t ^ 
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Nous avons 

''i — ^' 0 , 

done 

wj = /i(TQ — i) = cp(^ — ir'e). 

£ est line fonction de yi, done de Developpons s suivant les 
puissances croissantes de iv : 

£ = So -h Si -h S2 H- • •• 

Comme (v est petit, nous pouvons n^gliger les termes du second 
ordre, et nous aurons 

tp = — a^'zi w). 

Si nous faisons = o, nous aurons 

HP» = ©(^) 

et cette formule representera la loi connue de la maree a Fern- 
bouchure. 

Supposons que cette maree se compose de deux ondes simples, 
M2 et S2 par exemple, et prenons 

(V = A sill a r -h B sin p ^ 

Posons 

t — ce'sii— T. 


II viendra, pour Fexpression de la mar^e dans la riviere, 

(V = cp(x — w), 

ou, en developpant, 

W ==^rT)-— 

e’est-a-dire, en rempla9ant dans le second membre j)ar sa va- 
leur approch^e 9 (t), < 1 


iV =» Cp(x) -- 

Or 1 ' ' j ^ i ' r ! H 5 

Nous aurons ^pne a fiiit6rifur de 
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En effectuantle produit, nous obtiendrons des lerines en 
sin^aT, sinip-r 

et des termes en 

sin(a -h pjT:, sin(a— p)T 

Les deux premiers donnent des ondes superieures, dont la pe- 
riode est deux fois moindre que celle des ondes principales ; les 
deux autres termes donnent des ondes composees. 


2S2. Explication du mascaret — Nous avons dit que, la vitesse 
de propagation de Fonde etant 

3y vS — 2Y — Uo, 


cette vitesse sera plus grande pour Fonde de pleine mer que pour 
Fonde de basse mer. 

Considdrons Fonde-mar^e a Femboucliure ; elle suit la loi oc^a- 
nique et sera sensiblement sinusoidale : la mer ineltra le m^me 
temps k monter et a descendre, le flot et le jusant auront la m^me 
dur^e. Prenons comme instant z^ro Fheure de la basse mer a 
Fembouchure ; la pleine mer se produira a Fheure 6 et la basse 
mer suivante a Fheure 12 . Consid^rons maintenant une station 


en amont, dans le fleuve, et supposons que la basse mer mette 
4 heures a se propager et la pleine mer seulement 3 heures. 

En cette station, la premiere basse mer se produira a Fheure 4i 
la pleine mer a Fheure 9 et la seconde basse mer a Fheure 16 . 
La dur^e du flot sera de 5 heures seulement, tandis que celle du 
jusant sera de 7 heures. 

II n’y aura plus ^galite de dur^e comme a Fembouchure, et, 
dabs Fint^rieur de la riviere, le flot sera toujours plus court que 
le jusant. Ce r^sultat est parfaitement conforme a Fobservation. 


MSaiB pent mdme se faire que la pleine mer rattrape la basse 
mer pre^debtei yarHl se passer alors? 

Poqr bobs idb ; Hpdre compte, consid^rons la surface r<5gUe a 
plan sont itj, et 

toutes surle plan 

des ^ I ! j I ^ ‘ ^ i i iff I ' ^ ^ 
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dont [’equation, puisque est fonclion de s, pent aussi s’ecrire 

t — 

Le long de chacune de ces generatrices, est une constante ; 
c’est-a-dire que, si nous envisageons tons les points du fleuve dont 
les distances a Fembouchure sont donnees par les ordonnees x' 
des differents points de la projection d’une de ces generatrices, la 
hauteur de la maree y deviendra la meme a des epoques respec- 
tivement donnees par les abscisses correspondantes. Cette hau- 
teur (P se deduira d’ailleurs immediatement du coefficient angu- 
lajre e de la droite par la relation 

1 = 37^/^ — ‘ly— Uo. 

Pour connaitre la fonction tp, il siiffit de connaitre la loi de la 
niar^e a Fembouchure; celle-ci nous fournit, en efiet, pour 5 ;'= o, 
entre ^ et yj et, par suite, entre t et e, une relation t= ^(e), qui 
est une donnee de la question. Si nous construisons la courbe 
i = tj;(e), nous aurons une espece de sinusoide qui, entre les 
points correspondant a un maximum et un minimum successifs 
de £, pr^sentera certainement un point d’inflexion. 

Ceci pos^, supposons tracees dans le plan des tx^ toutes les 
droites 

{ 19 ) ^ — 

dont F^quation depend du param^tre e, et consid^rons leur enve- 
loppe; nous Fobtiendrons en ^liminant e entre F^quation (ig) et 
F^quation 

{xo) t!/'(£) = 0. 

Les points d’inflexion de la courbe ^ — ^taiit donn(6s par 

('^i) \ 

il rdsulte des troi^ Equations qi^e TeiryelUppe 

eonsid^r^e adUfiiettra des points* d^ refcroas^meo^! ©j 
ponr les valeur^ de*e borde^ondent^^tlD 
la tourbe ^ .<1 * i . ^ M ; j H M j ^ J ; | f | ill 1 ^ ^ 

' l>e pln^y il 



4^4 QUATRIEME PARTIE. — GHAPITRE XVII. 

droites de coefficient angulaire e minimum et maximum. La pre- 
miere correspondra a la basse mer et coupera I’axe des t en A, 
OA ^tant r^poque de la basse mer a I’embouchure o. Chaque 
point de cette droite nous fera connaitre par son abscisse t Plieure 
de la basse mer au point du canal dont la distance a Pembouchure 
est ^gale a I’ordonnee correspondante 5?'. 


Fig. 6i 

(2’)C3’) (V) (7) 



De meme, la deuxi^me asymptote correspond a la pleine mer 
et coupera en B, OB 6tant Theure de la pleine mer a Pembou- 
chure. Cette deuxi^me asymptote est plus inclincfe sur Paxe des 
temps que la premiere, qu’elle rencontre en C : le point C cor- 
respond done ^ un point du fleuve qui serait atteint en m^me 
temps par Ponde de basse mer et Ponde de pleine mer suivante^ 
la hauteur de la mar^e devant alors avoir a la fois deux valeurs 
diff^rentes* 

Par tout point du plan des tx' ext^rieur a Penveloppe^ on ne 
ponnea mener qu’une seule tangente k cette enveloppe : nous 
aiirpits <ionc pour le point correspondant du fleuve une seule 
val#ur;We&l^^jtorn|4:^$0! 4^ la hauteur de la mar^e a P^poque t. 

‘ • |Sitt^ 4ans la region du plan 

f 4f| ^ veloppe , on pourra 

de.te jdl|‘|r^nft^^ iteiehos, de la courbe. 

Oetie rdgiion, piisiOTrs ^|irf?ipe r^lde se pro- 
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Nous aurons done dans le fleuve, aux points et aux instants 
correspondants, la superposition de plusieurs ondes se propageant 
avec des vitesses differentes. II en r^sultera un ph^nomene com- 
plique, produisant des mouvemenls irreguliers et constitiiant la 
perturbation connue sous le nom de mascaret. 


Fig. Gi bis. 



Kn amont de la region atteinte par la perturbation, nous aurons 
basse mer; en aval, pleine luer; dans I’intervalle, les mouvements 
tumultueux du mascaret. 

253. Pour analyser le phenomene d’un peu plus pres encore, 
supposons-nous en diffdrents points du fleuve, et voyons quelle 
est en ces points la loi de variation de la maree. Nous obtiendrons 
la courbe repr<^sentative de cette loi en coupant notre surface re- 
glee par les differents plans = const. Supposons, par exemple, a 
Teinbouchure une sinusoide reguliere. Un peu en amont, la dur6e 
du flot dtant inf^rieure a celle du jusant, la sinusoide se d^formera 
et nous obtiendrons une courbe telle que celle de la figure 6'i his. 
Les points oi\ la droite = const, rencontre, dansle plan des tx\ 
les asymptotes de Penveloppe, correspondent aux beures de basse 
mer et de pleine mer, c’est-^-dire aux tangentes horizonlales de la 
courbe de mar^e en fonction du temps. 

En tout point ou la droite x' touchera I’enveloppe ell^-mdme, 
nous aurons deux valeurs de la mar^e confondues en une sei;Ie, 
par suite une tangente verticale pour la courbe de raar^e ba). 

Pour la valeur de correspondant a I’ordonnee du point <Je 
rebroussement D, nous aurons trois, valeurs cofnfomAae^ 
tangente verticale et point courbe (I 2 ). , ^ J I U ? lit 

jPlus en amont, nous deux tangentes vertficale^^ 

de itorde se repliera sur elle^mdme, courbe 
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intervalle de temps pendant lequel la maree devrait prendre trois 
\aleurs diff^rentes. 

A. une distance de F embouchure egale a I’ordonnee da point C 
oil se coupent les asymptotes de I’enveloppe, nous avons la 
courbe (4) • ^ un certain instant, la pleine mer rattrape la basse 
mer. 

Fig 62. 



Plus en amont encore, on rencontre d’abord Fenveloppe avant 
ses asymptotes ; les points ou la courbe de mar^e a ses tangentes 
horizontales sont compris entre ceux oh les tangentes sont verti- 
cales ; on aurait brusquemeni pleine mer avant m^me que la 
basse mer pr^c^dente ait eu le temps de se produire : courbe (5) 
(fig. 62), ^ ' 

On obtient d^ r6^alttats t^out fait analogues si, au lieu de 
chercher la loi dje % mar^e en diffei^dnls |)oints da fleuve, on 
cherche la forme t|del|>r^nd Fonde de ‘ma^^e dans le fleuve k 
difl^rehts instants* ' 
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Gela revient a couper la surface r%lee par des plans / = const, 
En se bornant k figurer le profil de Ponde dans les regions du 
fleuve atteintes par le mascaret aux dilf^rents ^poques conside- 
rees, on obtient facilement les courbes ( 2 ^), (3'), (4^ et (5') 
correspondant a des epoques t donnees par les abscisses des plans 
secants. 

Fig 63 




La surface de I’eau ne peut ^videmxnent aflfecter de pareilles 
formes. C’est qu’en r6aht^, Thypoth^se des tranches ne s^ap- 
plique plus. , , >! ’ 


264. Troisitoe approximatioh. -r en dedidfeihe 

comme en premiere approxxmptx^n^,^n0u^.|>|3^^ws 
se propageait sans s’a<][gdh]ir, 

JDe plus^ la conrant ^ max^ulnn ' “ 
maird^. Ces 
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pour expliquer ces divergences, nous sommes obliges de recourir 
an froUement. 

Toulefois, pour ne pas compliquer le probleme, nous suppo- 
serons qu’on pent alors negHger les carr^s des ddplacements. 

Dans ces conditions, I’^quation (i i) devient 


dt^ ■' dt ^ dr’ 


et I’^quation (12) 


On a done 

(22) 


di w 
-h *r = o* 

dx ft 

dt ‘ dx^ 


On reconnait ll’^quation, dite des telegj'aphistes, ]que Ton 
rencontre dans P^tude de la propagation d^une perturbation 
^lectrique le long d’unfil conducteur : on sail que cette pertur- 
bation s’aflfaiblit et s’^tale, la t^te se propageant avec la vitesse de 
la lumiere et la queue avec une vitesse moindre. 

Nous int^grerons tres simplement P^uation (22), sans nous 
preoccuper de Pint^grale generate , en cherchant ici k y satisfaire 
par une expression de la forme 

$ = <2X^-+-ax 


1 et a ^tant des constantes imaginaires. L^equation, ^tant lineaire 
et k coefficients constants, sera satisfaite <^galement par ^ ainsi 
que par pp. 

Mettorxs en Evidence les coordonn^es ^ et nous aurons 

All degr 4 d^approximation adopts, il suffit de prendre 
NoUs Wdronk &nc en ^<l 6 ntifiahEt 
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L’^quatioii difF^rentielle sera satisfaite si nous avons 

( 23 ) ( X' -+- a' Uo f 4-/( V -{- a' Uo ) = T' , 

V est puremenl iinaginaire : c’est une donn^e de la question, 
connue par la loi de la maree a I’emboucliure. 

L’equation (23) d^terininera done a' de maniere que Tequa- 
tion( 22 ) soil satisfaite. Nous obtenons ainsi pour oJ deux valeurs; 
raais une seule convient au probleme, car nous devons avoir une 
onde se propageant vers les j?' positifs. Si nous posons 

X' = i [JL, 


p etant reel el positif, nous aurons 

a' = — tv — p, 


V et jS ^tant egalement rdels et positifs. 
Alors 




et, en prenant la partie r^elle, ce qui est legitime, puisque P^qua- 
tion est lin6aire, on aura la solution r^elle 

^ cos( |x t — vse') 


Elle represente une onde se propageant avec la vitesse uniforme 
-5 mais allant en s’afiaiblissant k cause du coefficient d’affaiblis- 

V 

sement 

Geci est bien conforine a Pobservation. De plus, si nous consi- 
d^rons la hauteur de la mar^e, et le courant de mar^e il n’y 
aura plus concordance de phase comme pr^cedemment. En eflfet, 
est proportionnel a et nous avons 

dx ~ 
dt ^ 
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naire. Or 
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= Uo- 


Si done p ^ o, il y aura decalage. 



T 1~cd| 



CINQUIEME PARTIE. 

ETUDE DE LTNFLUENCE DES MAREES 
SUR LES CORPS CELESTES. 


CHAPITRE XYIII. 

MAREES DU NOYAU INTERNE DU GLOBE 


!25o. Nous consacrerons cetle derm ere Partie a E^lude sommaire 
de quelques questions accessoires, telles que les marges dii noyau 
interne du globe, et Faction seculaire exerc^e par le frottement 
des marges sur la rotation de la Terre, le mouvement de la Lune 
et celui des corps celestes en g^n^ral. 

Jusqu’ici, dans F^tude des marges oc^aniques, nous avons tou- 
jours procdde comme si le noyau terreslre ^tait un solid e inva- 
riable* Or, il n’en est pas ainsi. Plusieurs considerations, d’ordres 
divers, conduisent A admettre, soil un noyau liquide, soit un. 
noyau constitu6 par un solide Alastique. L’attraction de la Lune 
s’exercera done sur ce noyau, qui va se d^former et sera, comme 
la mer, soumis a des marges. La mar^e oc^anique observable ne 
sera que la difFArence des marges de FOc^an et du noyau interne ► 
G’est surtout A sir G. Darwin que nous devons les travaux th^o^ 
riques les plus importants sur cette question Nous ^dlon® 
doniier un court r^sum^. 

i Mar^e^ .d’ttne sphere boxnogtoe AlastLque; — Supposes, 

d’labdrd le^ par une sphepqe parfAit*eoqci#it ^lastique^ 
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Gonsiderons a Fiiiterieur de cette sphere un ^l^ment de surface <3?(o 
perpendiculaire a Taxe des x; la pression sur cet ^l^ment sera 
general ement oblique et ses trois composantes seront 

^ OCX ^ vz 

De m^me, pour un ^l^ment rfco perpendiculaire k nous 

aurons les composantes 

P doi j ^ yy ^ yz 

et pour un Element doy perpendiculaire a 

P 2 3? dixi^ P P 33 CjTci) 

Dans ces expressions, le premier indice indique Faxe perpendi- 
culaire au plan sur lequel s’exerce la pression, le second Faxe 
parallele a la composante. 

En vertu de la th^orie de F^lasticite, si Fon intervertit les deux 
indices, la composante conserve la m^me valeur : 

yx’ 

La th^orie de Felasticite nous fait connaitre 6galement les 
expressions de ces composantes. D^signonspar p, (v les compo- 
santes du d^placement, et posons 



S repr^senlant la dilatation cubique. 
Nous aurons 


(I) 


XX — ( ^ — 71 ) § -f- 2 ft 



f du 

P ar/ = 71 1 

\dy 

T% 1 

f du 

P;r£ = 71 1 

<dz 



dw\ 


du 

dx^ 


les autres expressions se d4duisant de celles-ci par sym^trie, Afin 
de conserver les sig^ies babituels, nous c^onsid^rerons comme 
une pression et non une traction : les coefficients d’^Iasticit^ m 
et n sont alors n^gatifs^ 

5 ; En d^signant pair Z ibs^ con:ip<^sail^ do h force ext^rienre 
napport^es m nous 
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libre de la forme 

d?v,Tc d\^Ty d^rz _ Y _ dv 

dx dy dz ^ ~~ dx^ 


V etant le potentiel d’ou derive la force ext^rieure. 

II est inutile de tenir compte des forces d’inertie, car, pour des 
raisons que nous allons bientol faire connaitre, il nous suffira de 
faire une theorie purement statique [voir § 265). 

En remplagant les composantes de la pression par leurs x'aleurs, 
les Equations de Tequilibre s’ecrivent 


m — — h n Am 
dx 


dx ^ 




dZ 

m -r h n 

dy 




- ^ 
- dy^ 


dl , dS 

m—, h n Atv = -T- • 

dz dz 


257. Le potentiel V se compose de trois parties, et nous poii- 
vons ecrire 


V = W-hV'-4-V". 


Le premier terme W est le potentiel dd a Faction de la Lune; 
le deuxi^me repr^sente Fattraction de la sphere non ddform^e; 
le troisieme terme represente Fattraction du bourrelet, en 
partie positif, en partie negatif, compris entre la sphere * on 
d^form^e et la sphere d^form^e. 

En g^n^ral, dans F^tude des marges oceaniques, on pom ait 
n^gliger le terme analogue, d^sign^ par ff', parce qu’il s’agissait 
alors d’un bourrelet liquide de density bien inferieure a celle de 
la partie solide du globe; mais, ici, nous avons affaire a une sphere 
entierement homog^ne, et il faudra tenir compte du bourrelet. 

Nous poserons 

(3) X2(p = V — /nS. 


Les equations d’^quilibre deviennent alors 


M Am = X® 

dx 






n bj? = X® 


n A(f 


d^ 

w 

dk'‘ 




m 


(4) 
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Ces Equations ^tanL lin^aires, nous pourrons tenir compte sepa- 
rement de et de W -f- V". Le premier terme donnera certaines 
valeurs pour w, tv; nous en aurons d’autres avec W+ V"; il 
suffira d’addiuonner pour obtenir la solution. 


2S8. Occupons-nous d^abord de V^; V' etant une fonction de la 
seule distance r du point consid^re au centre de la sphere, nous 
pourrons satisfaire aux Equations ( 2 ) en posant 


dx ’ 


dy ’ 


dE 

dz' 


H ^tant une fonction de r k determiner. 

En effet, nous aurons alors, d’une part, 

puis, en substituant dans ( 2 ) et reduisantie potentiel au terme 


c’est-a-dire 
ainsi que 


d dR dV 

m-fz 

cLso dx dx 


, , . dR dV 


, , , dN' 

(m -h = -y-, 

dy dy 

, dS’ 

(m -h = -j- - 

^ ' dz dz 

Ces equations seront satisfaites, si Ton pose 
(m^n)AH = V'. 

Les expressions des composantes de la pressiondevienneut alors 

n / \ AO 

(m— /l) AH -h 


' IRa?i ^ ^ 

Ce que i]^qmsiitl>J3N 


dm 

2*^3— r-> 
I dx dy 

(PE 

dx dz 


%n 


lea trois com- 
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posantes ti et 5^ de la pression qul s’exerce sur im Element de la 
surface meme de la sphere. Si nous prenons le rayon de la sphere 
comme unit^ et si nous designons par z les coordonnees du 

centre de gravite de relement superficiel, y, z repr^senteront 
egalement les cosinus directeurs de la normale a cet ^Idment, et 
nous aurons 

S = ey-h Z? rz, 

c’esl-a-dire, en remplagant les composantes P par leurs valeurs, 
5 = x(m — n) A.H 271 U, 


apres avoir pose pour abreger (§ 2S9) 


U = a? -7— -hr-: — — r = > ir - , . » 
dx^ dx dy dx dz dx | dx 


Or, si nous consid^rons la deriv^e de la function H suivant un 


rayon, nous avons 


dH 


dU 


dH 


dH 


c’est4-dire 


On en d^diiit 






d , dll d^H • d^-E 

— (rli) = —j h- T -r-r ^ 

dx ^ dx dx~ dx dy 


d^E _ m 
^ dx dz dx ’ 


d’ofi 


U = ~(rH')— ^ =^H'+a:IF— = a:H^ 

i^X OiX T ' /' 


Par consequent, 

^ == (/n — All •i.nxE"- 

Mais, la fonction H ne dependant que de r, dn a, poiir Texpres- 
sion de son Japlacien en coordonndes polaires/ 


AH = H"- 


iH', 


€t;il vient ^lors 


] / ' I) t /* f ^ P ' I 
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A la surface d’^quilibre de la sphere, pour r = i , cette expres- 
sion doit ^tre nulle; nous avons done, sur cette surface, pro- 
portionnel a 

D’aulre part, on a 

i = 2L = i, 

X y z' 

et, par suite, la pression sur tout element sphdnque a la distance r 
du centre esl normale a cet ^l^ment. 

Si nous consid^rons un point tres voisin de la surface d’^qui- 
libre, a la distance R de cette surface, de telle sorte qu’on ait pour 
ce point 

/' = r-H R, 

les composantes de la pression sur I’^l^ment spherique passant par 
le point consider^ seront donneespar les expressions 

^ 21 S. v^— ^ ^ 

x y z ^ r ’ 

et elles s’annuleront pour r=i. Si done on suppose R petit, il 
suffira, pour connaitre les composantes de la pression, d’avoir la 

valeur — y pour r = i de la d^rivee de la fonction V' — ^ par 
rapport a r. II en r^sultera alors 

Le calcul de y se fera d’ailleurs tr^s simplement en observant 
que pour une sphere homogene de rayon un^ dont la density est 
prise pour unite, on a a la surface 



Dans le cas d’une sphere sensiblement incompressible, n serai t 

tr^s petit par rapport a m ; Texpression de - se reduira a V' et, 
dV' 

comme ^ a la surface d^equilibre, on aura simplement 

En r^snm^, ' 

( 5 ) , ^ 

y Stmit propoitionhi^i&iirfii cb.t 
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2S9. Considerons maintenant le groupe de termes W H- V'. 
W, le potentiel de I’astre, est une fonction sph^rique du second 
ordre ; on aura done 


dW _ 
^ ^ dx 


2W 


et 


AW = o. 


Nous chercherons a satisfaire aux equations du probleme, en 
posant 

X2cp = aW, 

I = 6W, 

u = ArrW - 4 - Br2— ; h C — r—? 

dx dx 

a, |3, Aj B 5 C ^tant des coefficients a determiner. 

Nous aurons 

^=AW + A^-^-i-(Br*+G)-^ + 2B* 


dx ’ 


d’ou 




cTW 


et, par consequent, 

(6) |3 = 5A-h4B. 


Calculons egalement Aw. On a, d^abord, 


puis 


d’ou 


dW 

^{xW)= a7iiWH-2^ =2 


dW 
dx * 


I ,dW\ dW , d^W 
dx^ \ dx ) ^ dx dx dx^ 




X 


d^W 
dx I dx 


Cette derniere notation signifie quo, dans les deui 

autres termes de la somme, on doit changes x en jk et en ^ et de 
meme le premier dx non souligne en dy et dz^ mais que Ton doit 
oonservie'r ie l^x souligne. 
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Mais, ^ (5tant uae fonction homogtee du premier degr6 en 
a?, y, z, on a 

2 (P'W dW 

done 


dx \dx doo ^ 




^ dx 


Le troisieme terme de u ne donnant rien, puisqne W est du 
second degre, on a 


Am = (2A H- loB). 


En substituant dans (4), il vient 
(7) a = n(2A -f- loB). 

D^signons par R I’expression 

R = xu-^y9 -\-zvif = A /'-W H- aB 7'®W 2 GW, 

R 

^ est la composante du ddplacement suivant le rayon vecteur. Sa 

valeur a la surface, pour r = i, repr^sentera done la hauteur de 
la mar^e, soit 

Ii = W(A4-2B-^-2C), 

e’est-a-dire une fonction sph^rique du second ordre. 

Le bourrelet d’^paisseur R engendrera un potentiel dont 
Fexpression en un point de la surface sera 

r=^R = ^W(A + aB + 2C). 


Les deux fonctions V" et <jui ont la m4me valeur sur la 

surface, satisfont, en outre, dans I’int^rieur de la sphere, toules 
deux a Fequatioil.de Laplace; elles sont done identiques en tons 
les points de la sphere, e| nous avons, en substituant dans I’^qua- 
lion (3), , j I j ^ ^ , . , [ . 

(8) " flC = I 14^ -4 t 

> * , 1 * : . I I s ,= ! H f j j I I j ^ , i \ ^ ^ { i 1! ^ 

260. Nous avp;^iE^i|4;ks 'trd^§.i;e|ail|Lpiiis,(16), ;f7) et (&) mtre 
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les cinq coefficients qu’il s’agit de determiner; nous en obtiendroas 
deux aiitres en cherchant a calculer les pressions. Nous avons 

I = 37P tv~^ P.rz 5 

d’ou, en rempla^ant les composantes par leurs valeurs tiroes de (i), 
> / V ^ Lii du 

? = (m - rf]!' 


et, en diff^rentiant 


on obtient 


^)J£ du 

X — ; = 7 ’ — ! 

I dx dr 


R =2 a? w, 

2 du r/R 


>. / s ^ dll f dK \ 

5 = C /7i — Ti)xo -f- ^\~dx 

. . ^ f du \ dR 

= {m — 7l)^0H-/il / ^ — uj H-Tl ^ • 

Reportons-nous a I’expression de u, 

u = AxW -h BrS— h G -T— • 

ax dx 


Les termes en A et en B sont du troisi^me degre et le terme 
en C est du premier. Si la valeur de u dtait r^duite a ses deux 
premiers termes, nous aurions done 


et, par suite, 


da du 


da 

1 24 = 2U. 

dr 


De m^tne, si u ne comprenait que le terme en C, on aurail 


7 ' — = 24 

dr 


et 
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11 suffit done de tenir compte des termes en A et B pour former 
le second terme de Fexpression de on aura 

n ^ = 2 A Ti^W -h aB nr- • 

D’autre part, 

^ = a w ( X -H 2 B ) H- ( A r 2 2 B r 2 - 4 - 2 C ) ^ * 

On a done finalement 

5 = (m — jijx^W -h iXnccW ^Bnr^ 

dW 

-h o.nxW(k - 4 - 9 B) -H n(Ar2-f. 2C)-^j- • 

Or, que doit ^tre la pression Si nous considerons un ^l^ment 
de la surface deformee, la pression totale doity^tre nulle. Celle-ci 
comprend d’abord la pression provenant du potentie! V^, et dont 
Fexpression, donnee par (5), est — yR^r; puis la pression prove- 
nant des termes en W -f- que nous venons de calculer. Pour 
avoir Fexpression de cette derni^re k la surface libre, il faudrait 
faire = i 4- R; mais on pent negliger R parce que et W sont 
beaucoup plus petits que V'. L’expression pr^c^dente doit done se 
reduire a 

5 YR2? 

pour r = I. 

En identifiant, nous obtenons les deux autres relations cher- 
ch^es, a savoir 

(9} A 4 ^ ^ ^ ~ 

(10) (m — n)PH- 47 i(A-hB) = Y(AH-!iB -h aC). 

Comme y est connu, les cinq Equations (6), (7), (8), (9) 
et (10) d^termineront les cinq coefficients A, B, G, a et ( 3 . 

261 . Cas d^ime sphere sensiblement incompressible. — Dans ce 
cas, m est tr^s grand par rapport 9 n; 0 est infiniment petit et Fon 
pent negliger p ainsi que nP; mais m 8 estfini dnsi que mp. Si 
nous posous 
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les composantes des pressions ont pour expressions 

da 


Prr= p-\-^n 


dx 


^ [da dv \ 


et I’on a pour Tequilibre 


dp , dN 
dx dx 


Les Equations qui d^terminent les coefficients deviennenl alors, 
puisque; d’aiitre part, y = 

5 A H- 4 B = o, 

a = 7 i( 2A -h loB), 

OJ H- 7il^ =1 H- ( A -H 2 B -4“ 2 G ) , 

A-i-4®"+"^G = o, 
i 4- 4^(A -h B) =; ^( A H- aB H- 'iC) 

On pent satisfaire a ces Equations en prenant 
A = 4s? B=— 5£, G = 8e, 

e etanl fourni par la relation 

-3,8n) = .; 



et la hauteur de la mar^e k la surface aura pour expression 

R =IO£W. 


Posons 


et 


11 viendra 


^ 4'n: i'r: 

® = T-~ 




Ki 


3,8a 


kW 


Remarquons qua le coefficient k est infeieur k uh^ car en cbnsi- 
dlrapft, botoMef Pairons fait, la^ pre$sioms pcsitivas, 
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71 < 0 . 


Si la sphere ^tait entierement incompressible, on aurait n = o 
et, par suite, k = \] on retrouverait bien pour la hauteur de la 
maree I’expression 

W 
a’ 


R: 


qui convient a une sphere liquide. 

La hauteur de la mar^e est done plus faible pour une sphere 
solide que pour une sphdTe liquide. 


262. Marees dune couche liquide recouvrant un noyau solide 
elastique. — Nous consid^rerons seulement la maree statiqiie, en 
n(^gligeant, a cause de la difference des densites, rinfluence du 
bourrelet liquide; mais il faudra tenir compte du bourrelet solide, 
d’ou provient le potentiel W. En designant par R' la hauteur de 
la maree liquide absolue^ nous aurons done, etant constan.1, 

^R'= W-H V". 


Nous avions, d’autre part, pour la mar^e du noyau, 

_ A-W /fW 
G “ 4^' 

^-T 

d’o6 

^R_ 4 ^R=: ^W. 

5 

Mais 


done 


fR.-V-, 
^R = V'-i-A-W. 


La mar^e observ^e sera la difference — R de la mar^e liquide 
absolue el de la mar^e du no jau ; elle sera donn^e par 

^(R'-R) = (i_^)W. 

Si le noyau 6tait ua solide in-variable, on aurait ^ = o, et la 
mar^e relative^ ^ple^^at|$ ee |a. ibtn^e absolue, serait 
i^ansi kUativei esti done , israle* a- la 
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sur noyau invariable multipliee par i — k\ elle est, par suite, 
diminu^e. 

263. Maries dans 1© cas d’un noyau constitue par un fluid© 
incompressible et tr6s visqueux. — Supposons maintenant qu’au 
lieu d’une sphere elastique, nous ayons un noyau spherique forme 
d’un fluide visqueux. Soit v le coefficient de viscosity. 

En posanl toujours /??§ =/?, 5 etant infmiment petit, les compo- 
santes des pressions seront 

^ d dll 

_ d /dll ds> \ 


et I’on aura pour F^quilibre 


, du dV 
• V A — = • 

di doo 


En supposant une inar^e isochrone, on aura 
\ 6tanl purement imaginaire, el, par suite, 


Alors les Equations du probl^me seront 

dp . . dN 
-p- H- VA Aw = • 

dx^ doc 

Nous retrouvons done exactement les m^mes Equations que 
dans le cas d’un noyau solide incompressible, avec cette senle dif- 
ference que n est devenu purement imaginaiire. Pour avoir alors 
les expressions du coefficient k et de la hauteur de la mar^e,^ pp- 


3,8vX 

-1^ = i ungirj. 


11 viendra 
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De m4mej a un facteur constant pres, nous avons 

W = 

d’ou, pour la mar6e du noyau, 

GR = COST] 

SI I’on compare celte mar^e a celle d’une sphere enlierement 
liquide, on voit done que TampHtude est multipliee par le coeffi- 
cient de reduction cost), et quhl y a une dilFerence de phase ^gale 
av). 

Si nous imaginons maintenant que ce noyau visqueux est re- 
couvert d’une couche liquide, la niar^*e relative de cette couche 
sera donn^e par 

^(R'~R) = (i-/f)W. 

On a 

. . . 

I — /c = — cosTj)= — t smr^ = siniq e 


^(R — R') = sinT) e 


(-?)■ 


Le coefficient de reduction est ici sinv] etla difference de phase 


Le cas d’un noyau constitue par un solide imparfait, a la fois 
^lastique et visqueux, a ete egalement traite par Darwin : le coef- 
ficient n est alors complexe. 


264. Resultats numeriques. — Pour que la viscosite du noyau 
produise un effet sensible, e’est-a-dire, par exemple, pour que 
soit de 45*^? h faudrait que Fon ait un coefficient de viscosite dgal 
a 3 t3. 10 ^® s’il s’agit d’une maree semi-diurne et k 83oo. io‘® s’il 
s’agit d’une marde semi-mensuelle. 

Or, le coefficient de viscosite de la poix est seulement de 
1 ,3. 10^. 

Au contraire, si Fon suppose le noyau constitue par un corps 
elastique, le calculdonne ppurla redttetion de la maree apparente 
une valeur tres notably. Eo attribuant au noyau terrestre la rigi- 
dite du verre, on trpqv^ que fa maree, comparee a la maree sur 
noyau invariajij^, |de||endfna >, 398 ; ^elle feyiendrait 0,679 pour 
nine rigiditf egal©'^ ' 
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265. Dans Louie la theorie precedente, nous avons neglige 
rinertie et la force centrifuge compos^e. On est en droit de le 
faire lorsque la periode d’oscillation contrainte est beaucoup plus 
longue que la periode d’oscillation propre. Or, il s’agit ici d^une 
sphere entiere et nous avons vu, par Tanaljse des travaux de 
M. Hough, que, dans le cas d’une mer liquide, les pei^iodes 
d’oscillations propres sont d’autant pluscourtes que la profondeur 
est plus grande. Pour la sphere tout entiere, les p^riodes d’oscil- 
lationb propres seront done tres courtes. 11 est, par suite, legitime 
de trailer les marges du noyau, meine a courte periode, comme 
des marees statiques; et comme, d’ailleurs, des courants perma- 
nents ne peuvent prendre naissance dans celte masse rigide, les 
marees du noyau seront des marees statiques de la premiere sorte. 

266. Comparaison des r^sultats avec les observations. — La 
theorie des marges semi-diurnes ou diurnes de I’dcorce terrestre 
n’^tait pas, jusqu’a ces dermeres annees, assez avancee pour 
qu’onpiiten tirer des conclusions precises. Dans ses recherches 
ant^rieures sur ce sujet, M. Darwin a done dd s’adresser aux 
marges a longue periode, en particulier aux marees semi-men- 
suelles. 

Siipposons que la mar^e th^orique soil donn^e par 

A cos(|Jit -he), 

et la mar^e observe e par 

5?Acos(fjt.i -he) -hj^Asin(jJL^-h£); 

X donnera la diminution d’amplitude et y le retard de phase; par 
suite, X mesurera P^Iasticite et jk la viscosity du noyau. 

En traitant un grand nombre d’ observations par la mdthode des 
moindres carr^s, Darwin a trouv^ 

a? = 0 , 675 , erreur probable : d:: o,o56 

jK==o,oao, » , zt:o,,o55' ' 

Nous ne sommes done pas sdrs du tout que le noyau 
sente une viscosity quelconque. Le coeffjicienj:^ 
exaclement qelui que fournirait la rigidity de Pacler, qui 

est peu favoi*able k rhypoth&fee d’un noyau inieme fltiide. 
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Si i’on tient compte uiiiquement des marges de I’lnde, on 
oblient 

= 0,981, 
j^ = o,i55, 

ce qui correspondrait a une rigidite bien sup^rieure a celle de 
I’acier. 

De plus, il faut remarquer que Darwin a fait porter ses compa- 
raisons sur les marees statiques de la premiere sorte. Or, d’apres 
les travaux de M. Hough, le frottement serait assez faible pour 
qu’on doive prendre les marges statiques de la deuxieme sorte, 
qui sont notablement plus faibles que celles de la premiere. On 
trouverait alors que la maree observ^e est, au contraire, trop 
grande. II est difficile d’en tirer une conclusion bien certaine ; 
toutefois, I’observadon des marees oc^aniques a longue p^riode 
semblait prouver que le noyau terrestre est beaucoup plus inva- 
riable que Facier, et qu’il n’y a pas de mar^e interne du tout. Les 
m^mes calculs repris par Darwin avec des donn^es plus r^cenles 
ont conduit a d’autres conclusions, la rigidity du globe semblant 
voisine de celle de I’acier. Depuis, Heckert a opere d’une autre 
maniere. 11 a observe a Potsdam, au fond dhm puits profond, les 
deviations d W pendule horizontal sous I’influence de la Lune et 
du Soleil. Les resultats des experiences correspondent a une re- 
duction d’un tiers, c’est-a-dire que les marees du noyau terrcijtre 
seraient les memes que si le globe etait en acier. Nous reinar- 
querons ici quele calcul des paragraphes 256 et suivants a ete fait 
en regardant les marees comme statiques et negligeant la force 
centrifuge compo&ee. Cela etait legitime parce quhl s’agissait de la 
verification des experiences de Darvin et des marees k tr^s longue 
periode. II semble qu’en ce qui concerne les marees k courte pe- 
riode observees par Heckert, Tinfluence de la force centrifuge 
composee ne sont pas non plus tr^s grande. 


267. entre la xnaree oceardque et le potentiel 

perttirbateidr Idrs^Vpii Heat compte de la deformation de la Terre. 
— Bh'stbposantd^ rtciya;p'tef‘i‘eelre Gohi^itue par un solide inva- 
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dans laquelle N represente la composante du deplacement suivanl 
la normale inLerieure a Feldment de surface d<7 d’un volume 
liqiiide quelconque. 

Lorsque nous considerions un volume liquide limite par une 
portion du fond de la mer, la valeur de N sur ceLte partie de la 
burface limite etait constamment nulle. II n’en sera plus ainsi, 
piusque nous adinettons que le fond lui-ineme est soumis a des 
marees. Voyons alors quelle consequence on peut tirer de la for- 
inule gen^rale. 

Pour conserver les notations employees dans les precddentes 
Parties, designons par ^ la mar^e observee et par Xi la maree du 
globe solide, ces quantites etant compt^es positivement vers le 
bas, dans le sens des z positifs. La d^nivellation absolue de la 
surface de la mer, comptee positivement dans le m^me sens, sera 
alors etnous aurons, avec les notations du present Chapitre^ 

les relations de concordance 

S=-(R-R0, 

C = — R 

Repr^sentons toujours par V" I’accroissement de potentiel dd k la 
deformation du globe solide, les mers conservant leur profondeur, 
et par le potentiel provenant du bourrelet liquide de hauteur 

Nous aurons, a la surface libre, 

X2(p = ^ xj) r-h w. 

Gonsid^rons alors Fint^grale 

dtendue a tons les ^l^ments de la surface d’un volume liquide 
limits par une courbe quelconque trac^e sur la surface libre, par 
le fond et par la surface lal^rale d’un c6ne ayant pour directrice 
cette courbe et pour sommet le centre de la Terre; cette derni^re 
surface n’existe d’ailleurs pas lorsque le volume liquide considdr^ 
comprend un bassin oc6anique tout entier. 

^ Cb bas esl lb seui qui nous intbresse^ et nous aurbkb k disMi%yir 
deux portions dsfns rihtbgrale. Nous aufdnS, d^tine fca^rt; 

(ktelih^e, ' ’ ‘ .5 

^ iff f* '' -f ^ 


N'=?h-SV 



44 S CINQUIEME PARTIE. — CHAPITRE XVIU. 

et, d’aulre part, au fond, 


N = — 

Comme d’ailleurs cp est constant sur une m^me verticale (§ 137), 
on a 

Remplagons cp par sa valeur; les termes en ~ et ~ etant les 

derivees de fonctions p^riodiques auronl des valeurs moyennes 
nulles (§ 136), et il restera la relation 

y'|(^CH-v"+w) §]^^=o. 

Or, la mar^e dii noyau solide pouvant se iraiter comme une maree 
sLatique, nous avons (§ 259) pour chaque composante isochrone 

V'; 

et sont done constants, et nous pouvons poser 

W 


D’ou la formule g^n^rale 

y[(.+,)w §]*.„, 

I’int^grale ^tantdtendue a tous les ^l^ments de la surface libre. 

Si le noyau terrestre 6tait constitud par un solide parfailement 
4lastique, il n’y aurait pas de difference de phase entre la marde 
du noyau et le potentiel (§ 261) ; par consequent, le coefficient 
a serait red. On retombe alors sur la formule ordinaire 



Mais, le noyau teiyestre presente un ceiftain degrd de vfscosite, 
la conslante a ne sera plus r^elle, et p^irtie imaginaire repr^- 
sentera la mesure de la viscosity. Considdons alo>rs deujs cotot 
posantes isochrones tm^g^a^iles tSonjugiudes, de telle surte que W 



MAREES DU NOYAU INTERNE DU GLOBE. 


et 


dt 


soient de la foi-me 


W = Wo -H Wo = po <5^ -h Po 


dt dt 


dt 


= Yo Yo ^ 




4i'9 


po, Po ainsique yo, yo ^tant respectivemeat imaginaires conjugu^s. 
Nous aurons 

=:P„Yo 


Or, nous avons 

[e^Uj ^ [e-2X^] ~o. 

II reste, par consequent, 

en d^signant par le sjmbole «^(X) la partie reelle de la quantity 
comple:xe X. Mais 

p.^=w,5. 

On a doncfinalement 

^(l+a) /[wo = o. 

Nous obtenons ainsi une relation a laquelle doit satisfaire a; Wq 
repr^sente la composante en du potentiel, et !Jo composante 
en de la mar^e correspondante. 

Si done on avait observe ^ en tous les points, on pourrait calculer 
la pr^c^dente integrate et reconnaitre ainsi s) le noyau terrestre 
pr^sente de la viscosity. 
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CHAPITRE XIX. 

INFLUENCE DES MAKERS SUR LES MOUVEMENTS 
DES CORPS. C^ILESTES. 


268. Ketard de la rotation terrestre dti aux marges. — La dur^e 
de la rotation terrestre est Tunite de temps qui nous sert a evaluer 
la dur^e des mouvements des corps celestes ; c’est elle qui constitue 
notre montre. Mais nous ne sommes pas certains que la marclie 
de cette montre soit invariable : si elle retarde, les mouvements 
celestes paraitront s’acc^I^rer. Or, I’explication de certains ph^~ 
nom^nes astronoiniques parait devoir ^tre 'pr^cisement cherch^e 
dans un ralentissement de la rotation terrestre. C’est ainsi qu’on 
a observe depuis longtemps quelaLune subissaitune acceleration 
seculaire de lo" ou, pour parler plus correctement, qu’a la fin de 
chaque siecle, la longitude moyenne de la Lime surpassait de lo'' 
la valeur qu’elle devrait avoir si le moyen mouvement de l^astre 
etait reste constant. D’aprfes Laplace, cette acceleration aurait ete 
due k la variation seculaire de Texcentricite de Forbite terrestre, 
et le calcul lui avait fourni la valeur theorique de 12 ^'. Mais 
Laplace avait omis un facteur 2 , de sorte que la veritable valeur 
calcuiee ne serait plus que de 6" : il resterait done avec I’obser- 
vation un desaccordde qu’on peutimputer a un ralentissement 
de la rotation terrestre. 

L’action des marees est-elle capable d’expliquer ce ralentisse- 
ment? A priori^ il n’est pas douteux qu’un semblable effet doive 
avoir lieu; car le frottement des marees absorbe necessairement 
de I’energie, qui ne saurait etre empruntee qu’i la force vive de 
rotation du globe. 

Quant au mecani^me du ralentissement, on en rend compte de 
la fa^c^n suivanle : snite du frottement, la maree est en I'etard 

sur le passage deila ^ [meridien,, et 1^. protuberance iormee 
p^ les catx m^me m^daeo one. 
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la Lane. II s’eiisuit que la resultante de I’attraction lunaire sur ce 
bourrelet ne passe pas par I’axe de la Terre, et possede par 
rapport a cet axe un moment qui tend a ralentir la rotation. 

Mais cette explication ti'es simple sug-gere les reflexions sui- 
vantes : c’est parce qa’ii y a d^calage de la maree qu’il existe un 
couple retardateur. Or, nous savons quele frottement n’esl nulle- 
inent la cause principale de ce decalage et que son influence est 
in^me, pour ainsi dire, inappreciable. Dans ces conditions, on 
pent done se demander d’abord si, alors meme qu^il n^y aurait 
pas de frottement^ Faction de la Lune sur le bourrelet ne va pas 
avoir line rdsultante ne rencontrant pas I’axe et ne va pas tendre 
a faire varier la vitesse de rotation de la Terre. 

La reponse doit itre negative. 

Considerons, en eftet, un element du bourrelet; on peut Fassi- 
miler a un petit prisme de base et de hauteur !^. Quelle est la 
valeur du couple agissant sur cet element? Si nous supposons que 
nous imprimions an globe terrestre une rotation virtuelle S'i, le 
travail du couple sera egal au produit de par la valeur du 
couple; d’autre part, Fexpression de ce travail sera On 

aura done pour Faction de la Lune sur Felement du bourrelet 



etant la longitude du lieu, et le couple total sera 



Je dis que la valeur moyenne de cette integrale est nulle. En effet, 
supposons d’abord que W se r^duise a une composante isochrone 
quelconque r6elle; nous savons que cette composante est de la 
forme ’ 

W=/(6)cos(^y '' 

% ^tant la colatitude et s un nombre entier pouvant preudir'e les 
valeurs b, i ou , , , , . , 

Ainsi done, chacun de$ t^ermesde W saitisfait k une Equation de 
la fdrme 
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On aurait, par consequent, si W se reduisait k un seul terme, 



Or, on a 

et, Fintegrale du second membre etant une fonction periodique du 
temps, la valeur mojenne de sa derivee est nulle. 

Par suite, 

Nous avons, en elFet, demontre (§ 136) que la valeur moyenne 
de I’integrale 

etendue a la surface libre de TOcean tout entier, etait rigoureuse- 
ment nulle. 

Supposons maintenaiit que W se compose de plusieurs termes; 
et, pour fixer les id^es, reduisons ces termes a deux seulement^ le 
raisonnement qui va suivre s’etendant sans peine au cas d’un 
nombre quelconque de termes. Soient W< et W 2 ces deux termes 
et et ^2 l^s termes correspondants de Nous aurons 



La premiere et la quatri^me int^grale du second membre ont 
leur valeur moyenne nulle, d’apr^s ce qui pr^c^de. 

Je dis, de plus, que la deuxieme int^grale (dem^me que la troi- 
sieme) a 4galement sa valeur moyenne nulle. 

Supposons, en effet, que Ton ait 


Wj 'v; COS( fXi t - 




de 



qoe 


>^fi(n:ineUe a cos t -H a), 
's4 pr^senterait scjiu^ la 
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forme d’une somme de deux termes, le premier proportionnel a 
une ligue trigonom^trique de — [^2)^5 le second a une Ugne 
trigonometrique de (p^+p2)^• Gomme nous supposons que les 
deux composantes W^ et W2 sont distinctes, ni — ^2 p-i + P-2 
ne sont nuls; par suite, les valeurs moyennes de ces deux termes 
sont bien nulles. 

Ainsi done, le moment de la r^sultante de Faction de la Lune 
sur le bourrelet des eaux soulev^es a loujours sa valeur moyenne 
nulle, de sorte que, s’ll n’y avalt pas de frottementi il ne pourrait 
y avoir aucun changement dans la dur^e de la rotation de la 
Terre. 

Voyons maintenant si Faction du frottement suffit a expliquer 
Favance s^culaire r^siduelle de 4 '^ que pr^sente la longitude 
moyenne de la Lune. Un d^placement de 4 !' de la Lune sur son 
orbite correspond a une rotation d’environ t 20'^ de la Terre; au 

bout d un siecle, la Terre devrait done retarder de sur une 
monlre dont la marche serai t rest^e invariable. 

Si nous envisageons un intervalle de 2000 ans, ce retard sera 

de — j et, par suite, le mouvement de rotation de la Terre, 
suppose ^gal a i a I’^poque zero, sera devenu 


20.120 

1 5 . 100.360.24.60.60^ 

soit environ 

1 

T 10-7. 

2 


Pour nous rendre compte, d’autre part, de influence de! 
marees, comparons leur force vive avec celle de la rotation ter- 
restre. En admettant pour les molecules un d^placement de 5 “ 

effectu^ en 6 heures, on trouve i peu pr^s 10“^^ pourl© rapppri 
des forces vives. Or, d’apres M, Hotigh, il fiudi^ait environ 26 anf 
pour que FeiSet du frottement rMiuis|t les mouvements ^ Si 
nous adoptons ce chiffre, onvoitqu’au bout de 2000 arjs, le retard 
produit serait de 1 1 9"" ^ tandis qu’il^deyr^t ^ } o^\ 1 

de ha Lune? par des est done plus 
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de 100 000 fois trop faible pour rendre coinpte du ph^nomene 
observe. 

Mais nous n’avoiis consider^ dans tout ceci que les marges 
ocean] ennes. Si on fait inlervenir le noyau terrestre, rien n em- 
p^che de liii attribuer la viscosite n^cessaire pour obtenir 1 aug- 
mentation voulue de la durde du jour sideral. G’est la Phypotbese 
que Darvi^in a soumise au calcul. 

269 . Action sur la Liune du bourrelet souleve par les marees 
Nous venons de voir que Paction de la Lime sur le bourrelet sou- 
levd par les inardes pouvait produire uii retard de la rotation ter- 
restre. II ne s’agit, bien entendu, que du bourrelet du noyau 
solidCj puisque le bourrelet liquide ne pent avoir qu une action 
ndgligeable. 

Inversement, cette action de la Lune aura une reaction, et 
Pattraction du bourrelet solide sur la Lune produira une pertur- 
bation seculaire dans le mouvement de cet astre. 

Pour dtudier cette perturbation, nous appliquerons la methode 
gdndrale de determination des perturbations planetaires. Nous 
exprimerons loutes les quantiles en fonction des dldments 

L = \fa^ 

H = v^(r — 

e = — e^)(i — cosz), 

les trois autres variables conjuguees dtant 
longitude moyenne, 

UT, longitude du perib^lie changee de signe, 

6 , longitude du noeud changee de signe. 

Si nous designons alors par Q la fonction perturbatrice, les 
equations dijpferepljiefles du mouvement seront 

dt c// ^ 

f dB. , 
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Pour former Q, considerons le potentiel W geiierateur des marges : 
W est une fonction du temps t et des coordonn^es y, rap- 
portees a des axes mobiles entraines par le mouvement de la Terre. 
Nous poiivons decomposer W en composantes isochrones, sous la 
forme 

W = S Ga 

les l/c etant purement imaginaires, et les C/r ne dependant pas du 
temps, mais seulement de x, ^ : ce sont des polynomes sphe- 
riques du deuxieme ordre en x, y et js. Chacune de ces compo- 
sanles isochrones produira dans le noyau solide une maree 
telle que I’on ait (§ 261 ) 

Ra= iosaGa; 

et la mar^e totale sera 

R = S Ra 

Le potentiel V" du a Fattraction de ce bourrelet sera 


Ra est une fonction sph^rique du second ordre; nous aurons 
done, a la surface, 


d’ou 


■trf/ 4 p , 


V" = ^ 2 R* eh‘ = 8 It 2 s* Ca ehi. 
5 


Mais ce qui nous int^resse ici, e’est le potentiel du bourrelet sur 
un point ext^rieur a la distance r du centre; son expression, en 
ce qui concerne chaque composante, sera 

V'i;= ^RAr-*=8ire4CA7-», 

D 


les coordonn^es x, y, z qui entrent dans la fonction sph^rique Ra 
^ tant remplac^es par les coordonn^es da pmnt potenti^. 


Par consequent, notre fonction perturbatrice 

' ' * ^ ^ ^ J f ^ » , , V \ 


sera 

' S s 




eondhion^i’y temi^aedr x\ y\ z 


flsir ,c(ior<|d]^ni^ dn chrp^ 
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270. Nous consid^rerons a I’exemple de Darwin deux satellites, 
Fun produisaiit les marges, et que j’appellerai Soleil dans le cas 
des marees solaires, Diane dans le cas des marees lunaires; Fautre 
qui sera le corps trouble, c’est-a-dire laLune. Pour ^tudier faction 
sur la Lune du bourrelet soulev^ par les marges lunaires, nous 
ferons le calcul comme si Diane et la Lune ^taient deux astres 
distincts, coincidant par hasard a Finstant consider^. Ainsi, Q sera 
fonction, non seulement de /, longitude mojenne de la Lune, 
mais encore de longitude mojenne de Diane. On aura done 


dl 




etilfaudra faire apres avoir difF^rentie seulement, et non 

pas dans Q. 

Soient D Diane, L la Lune, O le centre de la Terre, M le point 
de la surface terrestre dont les coordonnees par rapport a des axes 
mobiles li^s ala Terre sont^, z] r la distance OM. 

Designons par A, 8 Fascension droite et la distance polaire de 
la Lune, par L, /, H, or, 0, 8 ses elements elliptiques. Soient, de 
m^me, 8^; L', H', uj', O', 9' les elements correspondants de 

Diane; os^^y’^ oX r' les coordonnees etla distance de son centre; 
et cT Fangle DOM. 

Le potentiel du corps troublant (Diane) au point Mde la Terre 
est 

. K(3cos®a — 

W = 

On a done 

7-iiW= -!^(3cos2a — l). 

7.3 ,.'3 ^ 

D’ailleurs, si nous considdrons maintenant le point M comme 
dtantle centre du corps trouble (Lune), on a 

qosa= oosS coso'- 4 - sia8 $inS' cos(JFt — M'). 

En substituant cette valetxr pour cos cr, W se trouvera decom- 
pose en trois grou|>e^ de termes : les idrmes semi-diumes, les 
tefpae diurpes et les .termeis Hpngue pe;i^p|(|^j sou^ la forme 
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s est un entier pouvant prendre les valeurs ±2, ib 1 , o, et les U 
sont des fonctions de /' et S, dont les valeurs sont, a un facteur 
constant pres, 

,, sin 28 T-, Sinks' 

U^2= -777-^ 




Sin 2 0 


VL^ = 


Sin 2 0 


Uo 


3 cos^S — I 


u; 


3 COSTS'— i 


L’ expression de /'“SW pent s’ecrire de deux manieres difF^- 
rentes. Nous avons, d’abord, 

r-s W = S U; 

et, dans chaque produit, le premier facteur depend uniqueinent 
des coordonn^es JR., 1 de la Lune par rapport a des axes fixe%^ 
tandis que le second depend des coordonn^es o', ifV', /*' de Diane 
par rapport a ces axes. 

Mais nous pouvons ^galement ecrire 

CO ^tant la vitesse de rotation de la Terre; et, sous cette forme, 
on voit que le premier facteur depend seulement de 8 , r, ill — co^, 
coordonnees de la Lune par rapport a des axes mobiles entrain(§s 
par la Terre, tandis que le second depend de S', r', — to^, coor- 

donnees de Diane par rapport a ces m^mes axes. Par consequent, 
le premier facteur depend de z et le ueuxieme de r', 

e’est-^-dire seulement du temps et pas de x^ y, s. 

Remplagons maintenant r, 8 , M.; r'. S', M' par leurs valeurs en 
fonction des elements elliptiques de la Lune et de Diane. Nous 
aurons 

M etant line fonction de L, H, @ tandis que f est une combinaison 
telle que 

<p c= /nZH-/^Tsi f ^ 

oil m, /?, ^ sont des entiers. 

De memo / . , i * 



458 CINQUIEME PIUTIE. — CHAPITRE XIX. 

M' etanl une fonction de L', H', B'-, et o' une combmaison lelle 
que 

m' r *-}- p'w' q' 6'. 

II vient alors 

— 2 = E IVI M' e-^{(p 

Le premier facteur de la seconde expression depend seulement 
de y, jz. Quant au second facteur, il depend de x', y, done 
du temps seulement : sera une constante, inais cp^, au contraire, 

varie, puisque 

r =z n'i, 

n! ^lant le moyen mouvement de Diane. A un facteur constant 
pres, I’exponentielle relative au corps troublant se mettra done 
sous la forme 

Qiista—m' n*)t ^ 

et I’on aura, par suite, 

Xjt= — m!n') 

II en r^sulte que Texpression de la fonction perturbatrice sera 
£2 = S S'lreAMM^ 


271. Nous supposons que nous avons affaire a un noyau 
visqueux; par consequent, nous aurons (§ 261, 263) 


8'ir£A= — cosrjjt 


avec 


nang73^= ~ 


3 , 8 vX/f 


47c 

T “ T 

Remarquons qu’fl suffit de consid^rer Faction des termes s^cu- 
laires- A une constante pr^s, 

j ^ ^ — m'l’, 

Le Coefficient de t serai mn — m'n! et les termes s^culaires cor- 
respondront a 


Si les den?q sal 


et Lune), ;fi et ri 
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sont incommensurables, et Von n’aura de termes s^culaires que 
si 

m = m' = o, 

ce qui correspond aux marees Ko et . 

Si les deux satellites sont identiques (Diane etLune), la con- 
dition se reduit d 

m = m'. 

Or, pour tons les termes, on a, la fonction perturbatrice ne chan- 
geant pas lorsque les axes tournent, 

m — p — q = m' — p' — q', 

II faut done que I’on ait 

Nous ne considererons pas de termes contenant a la fois I’excen- 
tricit^ et I’inclinaison; on aura done, soil p = /?', soit q = Par 
consequent, dans les termes qui nous interessent, 

? = ?'• 

Si nous remplagons s/c par sa valeur, I’expression de la fonction 
perturbatrice devient 

a =21^ ^ MM' cosTfiAr 

c’est-^i-dire, les termes etant imaginaires conjugaes deux a deux, 
Q =2 AMM' cosTQ;i cos((p — ep'n- y;A*)- 


En ecrivant les trois Equations du mouvement sous la forme 

abr^gee 

^(L, H,0) _ dQ 
dt ^ d{l^ UT, 9) ^ 

et remarquant que 




on aura done 




d(^^ 'H * Bi ' * ' ' ' ^ ^ ‘ ^ 1 i ^ I I n j V ^ M M 
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En faisant inaintenaut o = on a les trois equations 

2 ^ p, q)sin2ri. 

On voit qiie le hourrelet souleve par I’action du Soleil sur la 
Terre n’aura aucune influence sur le grand axe de I’orbite lunaire, 
puisque alors m = o. 


272. La seule difficulte provient du facteur 


sinair] = 


2 tangY) 

I — tang^Tj 


Considerons, avec Darwin, deux cas extremes de viscosite. Si la 
viscosity est faible, sin 2 T| est proportionnel a tangrj, c’est-a-dire 

a vitesse dela mar^e. 

I 

Si, au contraire, la viscosite esl forte, sin 2 r\ est proportionnel 

a — - — , done inversement proportionnel k la vitesse de la mar^e. 
tangrj ^ ^ 

II convient de faire la premiere hypothese, car une viscosity faible 
correspond a des propriet6s ^lastiques comparables k celles de 
I’acier. 

Supposons alors qu’il n’y ait a Forigine ni obliquite, ni excen- 
tricit^, ni inclinaison. 

II estclair, d’abord, que Finclinaisonrestera nulle, car iin’existe 
aucune raison d’^cart. 

Je dis qu’il ensera de meme de Fexcentricit^. Posons, en eflfet, 

/aH cos TIT = 
v/TH Sint? :;^= rj, 

et prenons pour variables L, tj. Les Equations restent cano- 
niques, et nous aurons 

___ dQ 
dt d’f\ * 

; I di^ , dQ t ^ I 

On pent d^velopper Q spivant l^s pu^sstnees croiS|Santes de | 
et et |si lerfoes de degr^ 
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pair en ^ et r[. Alors, les derivees ^ renfermeront que 

des puissances d’ordre impair etnotamment aucun lerme constant. 

L’orbite, circulaire a I’origine, le restera done constamment. 
Nous lie savons pas toutefois encore si cette forme de Forbite, sans 
inclinaison ni excentricite, constitue une position d’^quilibre 
stable. 

273. Pour ^tudier cette question, nous n’avons qu’a ecrire 
r^quation des moments de rotation. 

Soient X et y le moment de la quantity de mouvement de la 
Lune et le moment de rotation de la Terre. On peut choisir les 


Fig. 64 



unites de telle sorte que les moyens mouvements de revolution de 
la Lune et de rotation de la Terre soient et j*. On a alors, en 
^crivant que le moment total de I’otation est constant, 

a; ^ y ^ h. 


Quant a F^nergie totale du syst^me, comprenant la force vive de 
rotation de la Terre, celle du mouvement de la Lune, et T^nergie 
potentielle, son expression sera 



Cberchons les maxima et miniina de cette IJ^^serq^t 

donnas par las Equations 

dx-h dy =?p:, 



462 

d’ou 


ClNQLlhMK PAHTIK. — CHAPIlRE XIX. 


^ = I . 

Cette equation exprime que les deux moyens mouvements sont 
egaux, c’esL-a-dire que le mois est egal au jour. 

Les deux corps se meuvent alors coiurue s’ils faisaientparlie d’un 
meme ensemble ngide : c’est Fequation de rigidity. 

Cette loi reste encore vraie si I’on tient compte des variations de 
i’apladssement. 

En eflet, designons par 

Wo I’^nergie potentielle provenant de rattractioninutuelle des ele- 
ments de la Terre; 

Wi r^nergie potentielle provenant de rattraction de la Terre sur 
la Lune ; 

n le moyen mouvement de revolution de la Lune et Jle moment 
d’inertie correspondant; 

<*) et lies quantiles analogues dans le mouvement de rotation de la 
Terre. 


L’ expression de IMnergie totale sera 

Wo-H Wt-h -h 


( 0 ^ I 
2 


L’equation des moments donne 

;iJ -t- col = hf 

d^ou, en diff^renliant, 

71 6J -H J O/l -+- CO 61 H- I 8(x) = 0. 

ficrivons que I’^nergie est maximum 

SWo-t-5Wi-i- 10)80 = 0. 

2 2 


Or, lorsque la vilesse de rotation varie, I’aplatissemenl varie de 
tellte sorte <ait;4quiHbp@ entre le travail vjr tael — SWo des 

j oj 

forces de gravitation et lo travail virluel ^ de la force den- 
trifuge: d!ot 
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De m^me, sur Torbite circulaire que decrit la Lune, ily a dqui- 
libre entre la force centrifuge et Tatti'action; done 


— 8Wi 


7lS 8J 
2 


= 0. 


La condition des maxima et minima de Penergie est, par suite, 
7i(/i 8J H- J OTi) H- a>(to oJ -h I §0)) = 0, 

6t, si on la compare al’equation des moments diff^rentiee, on ob~ 
tient 

n = 0) 


La loi reste done bien la m£une. 


274. N^gligeons maintenant les variations de Faplatissement, et 
revenons ^ Liquation 

^3^ = I, 

Construisons la courbe representative de cette equation : elle 
rappelle grossierement une hyperbole equilatere ayant les axes 
pour asymptotes. Si nous supposons quelaquantite h soil positive, 
la droite 

x-^y^h, 

inclinee h 4o‘* surchacun des axes, ne passera pas dans le troisieme 
quadrant. Oubien done elle ne couperapasla courbe, oubien elle 
la coupera en deux points seulement situes dans le premier qua- 
drant. 

Consid^rons d’abord le cas ou la droite coupe la courbe en deux 
points A et B. 

Chaque abscisse x donne, enveirtu de la troisieme Joi de Kapler, 
la racine carr^e de la distance de la Lune k la Terre, ou, plu§ g6- 
n^ralement, du satellite k la planfete. Potr cette distance, Pordoanee 
correspondante de la droite donne la vitesse de rotation de la p|la- 
nfete. ' * ' ' f ’ ^ ' 't ' , 

Pour les positions repr^sent^es- pis^r tes points) A et^B^ilijr a 
maximum ou minimum de F^nergie, Or, d’s^pr^s FexpressAcmi^ie 
F^nergie, sile poinla?,j^j:^areou,rtlad|‘l>ite AB en partahtde Fiixlfint, 
vers ia gai^che, da valeitif de F^mergieestd’s^^t^ j 
au^point'C 
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pour les grandes valeurs positives de x. li J ^ done un maximum 
de I’^nergie pour la position A, et un minimum pour la position B. 

Dans le premier quadrant, ^ et sont positifs, e’est-a-dire que 
les deux rotations ont lieu dans le sens direct; dansle second qua- 
drant, la rotation de la Terre a lieu dans le sens direct, mais la 
revolution de la Lune s’effectue dans le sens retrograde ; c est le 
contraire qiu se produit dans le quatrieme quadrant. 

Supposons alors que nous partions d’une position initiale, le 
point y se trouvant quelque part sur la droite AB. 

Par suite du frottement cause par les marees, I’energie va de- 
croitre, le moment total de rotation h restant constant. En ce qui 
concerne le systeme Terre-Liine, on doit admettre que le point 
representatif est parti de A, a Porigine des temps, le satellite tour- 
nant alors rapid ement autour de la planete qui lui montrait tou- 
jours la m^me face, puisque le mois 4tait 6gal au jour; puis, ce 
point a tendu cons tammenl vers B. C’est le cas le plus int^ressant. 

Si le point representatif se trouve entre Tasymptote et la courbe 
(entre les points A et G), la rotation et la revolution sontde mSme 
sens, mais le mois est plus petit que le jour; tel est le cas de 1 un 
des satellites de Mars, le plus voisin dela planfete. 

Le point representatif se d^place alors de A vers C, et le satel- 
lite tend a tomber sur la planete. 

Si le point representatif se trouvait k droite de B, la revolution et 
la rotation seraienl d’abord de sens contraires; mais le point se 
rapprocherait deB, la distance du satellited la planete diminuerait, 
la rotation s’annulerait, puis deviendrait de meme sens que larevo- 
lulion, et Von arriverait finalement k Begalite. 

Si la droite ne rencontrait pas la courbe, quelle que soil la 
position initiale, comma il n’y a plus de minimum, Tenergie decrot- 
trait constamment jusqu’a la valeur — cso qui correspond a ^ = o : 
le satellite tendrait done a tomber sur la planete. 

En r^sum^, le systeme solaire nous offre deux cas int^ressants : 
celui de la Lune et oelui du satellite de Mars- 

Les valeur^ nuna^riques qui conviennept^actuellement au cas de 
la Lane sont * 

^ ’ f , r J 4 I ) < i' I ’ ' 
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Les valeurs relatives an maximum et an minimum de I’energie 


sont alors donnees par Inequation 


x'* — = o, 


qui a deux racines reelles. On trouve, pour le point B qni corres- 
pond au minimum, 


^ = ^- 67 ,’ ->'= 64 ’ 

etpour le point A correspondant au maximum 
^ = 0,7, y = 3,3. 

Le point A represente I’etat initial du sjsteme; on avail alors 
mois = jour = 5*^36'", 

et la valeur de I’aplatissement etait d’environ 

Le sjsteme tend vers un etat final repre^senle par le point B et 
pour lequel on aura 

inois = jour == 55^ j. 

27S. Nous avons dit que Fmclinaison et I’excentricite demeu- 
raient constantes. Demandons-nous maintenant si la position 

t = o, e = o 


est une position d’equilibre stable. Nous nous placerons toujours 
dans Phypothese d'une viscosity faible, qui correspond a Pacier, et 
parait ^tre le cas de la nature* 

Si Pon d^signe par n = le moyen mouvement de la Lune, 
par <0 la vitesse de rotation de la Terre, par i Pobliquite de P^qua- 
teur et j Pinclinaison de Porbile lunaire sur le plan invariable 
de telle sorte que Pangle de Pequateur et dePorbite soit i -f- y, par 
A enfin un coefficient proportionnel k et contenant en facteur 
le coefficient v de viscosite, on a, en supposant qu’on puisse n6- 
gliger les carres de Pexcentricitc et de Fiaclin^iso^i, les Equations 



^ A i-hj 

dt 2 X 

\ k \ ! ^ Y 

e 3?^^ 2, 3\ /! 

i>. ^ in. ^ ’ ' 


3o 
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[Cf. Oil the secular changes in the elements of the orbit of a 
satellite resohlnd about a lidally distorted planet (Darwin, 
Philosophical Transactions} Part IT, 1880).] 


Fig 65. 
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Consid^rons d’abord PexcenLricit^, et supposons que cette 
excentricite, primitiveiTient nulle, prenne une valeur positive. 

Si > 0, e augmeatera et il y aura instabllite. 


Tout depend done du signe de 
Si 


et si 


II to > 18 n, 


I 1 to < 18 71 , 


18 n 

I I 

to 


instabllite, 


stabilite. 


Construisons la coiirbe 




18 

iT’ 


elle coupe en A' et B' la droite x = h. 


Fig. 66. 



Si Ton imagine que le point repr^sentatif JK du couple planete- 
satellite se d6place de A vers B, on voit qu’il y aura, en ce qui 
concerne I’excenLricit^, 

De A. en A' stability 

A' instabllite 

B' B stability 


e’est-^-dire instabilil^ si i8 jours sont plus courts que i 
Occupons-nous maintenant de Pobliquit^ totale i -4- /. 
On a 


dt 


-(« -f- 




La condition de stability est done 


mois. 
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c’est-a-dire, en remplacant n par x~^ el to par // — 

237*— 3/?37*H- h^X-~>r 2 > O 

Si nous faisons 37 = 3 , A — 4 ? ce qiii correspond a peu pres a 
I’etat actuel du systeme Terre-Lune, on obtient pour le premier 
membre de Pinegalite la valeur — 16 : il y a done instabilite. 

Au contraire, pour 37 = o et pour 37 = A — 4 ? obtient -f- 2 : 
done stability, 

En r^suind, a Torigine, lorsque la Lune s’est s^par^e de la Terre 
(point A), les deux vitesses de rotation dtaient les memes, I’excen- 
tricite et Tobliquile ^taientnulles et stables. A uncertain moment, 
Texcentricite et Tobliquite ont cess^ d’etre stables et se sont ^car- 
t^es de zdro. 

Puis efles diminueront et tendront vers zero. A la fin, les deux 
vitesses de rotation redeviendront les monies, landis que Fexcen- 
tricit^ et Fobliquit^ redeviendront niilles et stables. 

Get ^tat final est celiii auqiiel la Lune estd^ja parvenue : elle est 
arrivde a F^galit^ entreles durees de sa revolution et de sa rotation, 
et Finclinaison de son orbite est tres peu sensible. 


! 276 . Darwin a cherch^ quelles hypoth^jses il conviendrait de 
faire pour rendrecompte de Facc^leration s^culaire du mouveinent 
de la Lune. 

Une premiere solution correspond a une viscosity Ir^s faible et 
donne, pour les mardes semi-diurnes, 

71 = 28'. 


En supposanl, au contraire, une viscosity forte, la solution serait 
donn^e par les valeurs 




16' (marges semi-diurnes)^ 


■f'" 


^ ’ 
2 


7? 


32' (raar^e|s duraes)^ 


7 ] =^ (mair4^s s^culaires), 

.. i"*:;; , I > ^ i 1 


li fkud^si^ti pp 4 ir ^niener dans l^obliquit^ 


une 1 


I 
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Le temps minimum necessaire pourque puisse se produire toiite 
la serie des changements dii sysleme Terre-TAine correspond au 
maximum du facteur sin 2 '/j : Taction des marees semi-diurnes 
exigerait un temps minimum de 54 millions d’aiinees. 

277. II y a lieu de considerer egalement Taction du Soled, 
laquelle deviendrait pr^dominante dans le voisinage des points A 
et B. En effel, dans ces deux positions du couple Terre-Lune, le 
mois ^tant ^gal au jour, il n’y a plus de marges lunaires ; mais les 
marees solaires suhsistent et ralentissent la rotation terrestre. Leur 
action est particulierement sensible sur Tobliquite. 

L’action des marees solaires sur les planetes a ete aussi etudide 
par Darwin : il rdsulte de ses calculs que Mercure et Venus sont 
deja parvenus a T^tat final. 

Enfin, le frottement des marees produisant de la chaleur, on 
pent se demander si les marees ne seraient pas la cause de la cba- 
leur interne du globe : on trouve que la chaleur d^gagee suffirait a 
entretenir la chaleur interne pendant 3 milliards 56o millions 
d’annees. 
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